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P1.- Energía, trabajo y pequeñas oscilaciones (EXPRIMIENDO EL AUX ANTERIOR)

Sobre una superficie horizontal se encuentran dos partículas de masas m y 2m unidas por un
resorte ideal de constante elástica k y largo natural l0. En la condición inicial el resorte está en su
largo natural, la partícula derecha (masa m) se mueve con rapidez v0 hacia la izquierda y la otra
partícula (masa 2m) está en reposo.

(a) Si los coeficientes de roce estático y cinético entre las partículas y la superficie tienen los valores
µe y µc, respectivamente, se pide determinar el mayor valor que puede tener v0 tal que la
partícula de la izquierda nunca se mueva.

(b) Si los coeficientes de roce estático y cinético son ambos nulos determine el mínimo largo que el
resorte alcanza en el movimiento resultante del sistema (considere en este caso que v0 es dato).

(c) (Nueva pregunta) Calcule la frecuencia con la que oscila el resorte con las condiciones de (b).

Figura 1: Sistema de dos partículas con un resorte.

P2.- Energía y fuerzas conservativas

Considere dos partículas de masas m1 y m2 conectadas por un resorte ideal sin masa, de constante
elástica k y largo natural l0, como muestra la figura. El sistema se mantiene siempre vertical con
m1 sobre m2.

(a) Determine el valor mínimo que debe tener la compresión inicial del resorte δ0, para que al liberar
m1 desde el reposo, la partícula de masa m2 se separe de la superficie.
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(b) Si la compresión inicial del resorte es del doble del valor encontrado en la primera parte (2δ0),
determine la máxima altura que alcanza el centro de masa del sistema conformado por las dos
partículas.

Figura 2: Sistema de dos partículas con un resorte, pero vertical.

P3.- Fuerzas centrales y órbitas

La NASA detecta un peligrosísimo cometa de masa β ·m (β = 1/
√

2) que se mueve en órbita para-
bólica en torno al Sol y que se aproxima a chocar con la Tierra de masa m que orbita el Sol, de masa
M⊙, siguiendo una trayectoria circular de radio R. El choque ocurre cuando el cometa está pasando
por el punto más cercano al Sol, moviéndose en la misma dirección que el planeta. Luego del impacto
ambos cuerpos quedan unidos, formando un nuevo planeta apocalíptico de masa mtot = m + β · m.
En el impacto se conserva el momentum lineal, pero no la energía cinética.

Indicación: Considere que tanto la Tierra como el cometa solo se ve afectado gravitacionalmente
por el Sol, ya que M⊙ >> m.

(a) Determine la velocidad y la energía mecánica de los cuerpos pegados justo luego del impacto,
indique qué tipo de órbita seguiría.

(b) Calcule la máxima distancia al Sol luego del impacto.
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Figura 3: La Tierra en un órbita circular alrededor del Sol y un cometa con tra-
yectoria parabólica.
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Auxiliar 22
P1

P2

* La parte (a) y (b) están en la pauta del aux anterior .

Usamos el centro demasa como sist . referencia inercial (se mueve con velocidad d-e) .
Definimos las posiciones de las partículas CIr al CM cómo

nj
fea , para la partícula de la izquierda
fa ,

" " derecha
<
p.

> ,
p. ¡

La ecuaciónde mrou. para la partícula de la izquierda es mínima
Ñcm

2mF. = FI = -ble - b) i
'

i
'

donde 1 es el largo del resorte que va cambiando ⇒ l = fa + fa
⇒ 2m¡a = -k( f. + fa - lo) a)

como nuestro sist . es clr al CM
, podemos definir que Ian ÍÓ

⇒ Iem a 1- ( -2mg. + mfa ) ÍO ⇒ f, = £
3m 2

• . más
por lo que a)→ 2mnji = - k¢+21 . - b) ⇒ fe + 23£ fa = b- lo

2M

donde identificamos la frecuencia angular ⇒ W. = pajbkm
'

(a) Analizamos la ec . demovimiento para Ma en el momento en elque va a despegar
para calcular el estiramiento del resorte cuando esto suceda .

me Sobre la masa ma actúa la fuerza normal , fuerza pesoy la fuerza elástica ,
esta última cambia de signo cuando pasa de estar comprimido a cuando{ está está estirado

,
nos interesa este último caso

⇒ MÍa = N -mzg + kfr.
m'

con ff el estiramiento en el punto que se separa la masa del suelo ,
en este punto

la aceleración y
la normal es 0 ( mismo argumento que en el Ps Aux 21 )

⇒ O = -

Mag + k Sr. ⇒ 8- = Maj
Conoceremos el estiramiento final y queremos conocer el inicial , como no hay fuerzas disipativas,
se conserva la energía mecánica , que considera las energías cinéticas , la energía potencial
gravitatoria y la elástica .



D Energía inicial : - Cinética : Ambos partendel reposo
- Gravitatoria : Tomamos el 0 enel suelo , por lo que solo la m, tiene

⇒ Ug = mngzr = Mig ( lo - f.)
- Elástica : Parte con compresión f.

⇒ Ue = 1h Si
2

D Energia final : - Cinética : Para que lo sea la compresión mínima necesaria
,
ambas

partículas deben acabar en reposo , o sino f. se pasó con la compresión
inicial

- Gravitatoria : La masa m, se desplaza hacia arriba f. + Si
⇒ Ug = my ( lo + & )

- Elástica : El resorte acaba con un estiramiento fr
⇒ ve = 1kSi

Por conservación de la energía E. =Eres
Mhg ( 1. - f.) + lzkfi = Mag ( lo + 8.) + 12kSÍ

que es una ecuación cuadrática y tiene solución ( En un control deben resolverlo )

(b) Ahora la compresión inicial es 28. . por lo que no solo m. se separará del suelo
cuando el estiramiento del resorte sea & ,

calculado anteriormente
,
( se mantiene esto) ,

sino que la masa Mr tendrá una velocidad hacia arriba, que denominamos os

Usamos conservación de la energía donde la energía
"

final " es cuando Mr se separa
del suelo con velocidad va debido al resorte

⇒ Mig ( lo-28 ) + 12k (2b )
'

- Mig ( lo +8f) + {KSÍ + {Mao?
Donde se conoce & y & , por lo que se puede despejar On en función de valores conocidos

Cuando se separa la masa m. Utilizamos el centro de masa que no considera fuerzas
externas ( fuerzadel resorte) ,

asíque solo consideraríamos la fuerza gravitatoria

⇒ M Jon =-Mg ⇒ Ü con = -g ⇒ You = Yano -t -gta

con Yom,o la velocidad inicial del CM que calculamos como

Yano = 1M ?Mi vi. o = 1- (mi • Un t ma. O ) = Mi Vn
Mr tM

, Mn tMz

⇒ You It) = MI t -gli
Mit Mr

para calcular la posición más alta , sabemos que en ese punto Yan Lt ' ) - O

⇒ mío.

Me +m. §
= t
'

integrando otra vez Yom ⇒ Yom CH = 4cm. o + Yom, o
- t -gli
I



P3

donde Yom, o ,
la posición inicial, es 4cm. .

= MI I.miyi. . = 1 (Mill. +8+1 +mi 0 )
mi +Mr

= Mi ( lo + Sf )
M n t Nhz

Así que la altura mas alta seda en YomV1

⇒ Yom 4-4 = mi ( lo + SN t mnos t
'
-

g t
' '

Mr t Mr Mn t Ma 2-

(a) Por conservación del momentum lineal

justo antes del
impacto

NUVT + Bm Va = MI 1 +B)U y

con U la velocidad del nuevo cuerpo , por lo que debemos calcular G- y Va .

Como el cometa sigue una trayectoria parabólica , la energía mecánica de ese cuerpo es 0

⇒ E. = - GLBMIMO + 12pm vi -0 ⇒ va = ¡2¥17
R

y para la tierra tenemos la ec . demov
.

m#¡ülf + ¡¥¡ói ) =
- Gmmoj
f
'

órbita circular
⇒ ¡ l f Á = Gprto ⇒ ¥

= G¥°
El el punto de choque : ¥2 = GIRE ⇒ vi = ¡GIPTO , con lo que calculamos V

⇒ V = vi + Boo =
1 191-0lt B 11-1/Fe

por lo que la energía después del choque es

£ = {MarV - GMar Mo ⇐ {MÁ , , +4,pay Gatto - Gm (1+1152) MOR R

2
- (1+115) )a GMM① ( 1+1152R

a GMMO ( 2-1 - 21K - 1/2 ) =GMLMO-fk.FR1 + 1 /TE 1 + 11Pa )
como 1/2 < TE ⇒ E < 0

,
así que la órbita es elíptica

(b) Luego del impacto se conserva el momentum angular ( l = mar fijo ) , así queconsideramosel momentum justo después del impacto y el momentum en el puntomás

lejano , donde en ambas posiciones solo hay velocidad angular , la velocidad radial es
O al ser los semiejes de la elipse .

⇒ Moor RV = Moor Rma VF



⇒ Vi = V Ena
nos falta una ec. , por lo que consideramos que se conserva la energía mecánica

⇒ Elf -R> = Ecp = Rmá )

⇒ { mio. V2 _ Gmror MO. = 12 Anna. VÍ ._ Gmm MO
R Rmáx

⇒ 1-(11-1152)
, , +¡µ, , GYE

- G (1+1152)Mo - 124+115214-2 _ GAME) Mo.2 R Rmaí

⇒ 2 4

↳ppz 9M¥ - ETHNIKIMI = { (1+115) RENÉ ( 1+1/E) a 4¥
- Etltltr) dto.

R Rmaí

2 f. R⇒ ✗ = (REÍ µ , +prz,
-
" ^"

Rmá

⇒ -c = ( Eaj . a + (E.) • b

⇒ axa + bx + c-- O

⇒ Xn
.
. =

- bt-Jb-4ac.LA
Matraquando se obtiene que Kaz = 1± ( 4111+1 /MI - 1)

4/(1+1152) '

- 11 ± ( 4- ( 1+1
-tri

( 1+1 /B)
a ) ) .

( 11-1 /rzjz
4

= (1+1152)' ± (4-11+11525)
4

donde notamos que si tomamos el signo
+ ⇒ × , -1=1 ⇒ Rmú -- R , tomando el

Rma

signo negativo ⇒ ×, = 211+52+112 ) - 4 = -2+252+1 = 252¥ - E4 4 Rma

⇒ Rmá = MÍ , ) > R
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