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Pregunta IIT (10/30)

(6 puntos) Resolver el siguiente problema utilizando el algoritmo de Branch & Bound.

min — 2x7 — bxo
sa  2x1 4+ 2x9 <19
—x1 + 229 < 10

;>0 Vie{1,2}
v, € Z Vie{l,2}

Indicaciones:

» Utilice la formulacién clasica del algoritmo Branch & Bound. Es decir, calcule la cota infe-
rior como la relajacién lineal del subproblema respectivo (4 subproblemas: 1 puntos por
resolver cada uno y 0.25 puntos por ramificacién (2 ramificaciones)).

* Para cada subproblema, calcular la cota superior U (0.25 puntos por calcular la cota luego
de resolver cada subproblema).

e Al finalizar, concluya sobre la condicién de termino que aplicé y la razén por la que la solucién
encontrada es 6ptima (0.5 puntos).

* Se recomienda resolver de forma grafica los problemas lineales que surjan con la implementacién
del algoritmo.

A pesar que es posible resolver los problemas lineales del algoritmo Branch & Bound utilizando
Simplex, es mas rapido y simple utilizar el método grafico. De cualquier forma, no se descontara
puntaje a los alumnos que resuelvan el problema utilizando Simplex.
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Para comenzar con el algoritmo de Branch & 5
Bound, se inicializa los valores de la cota inferior ~
y superior L = —oo y U = 400 respectivamente. R Ry
En la figura 1 se presenta el conjunto factible del 7
problema relajado linealmente y su 6ptimo. Se
observa que el minimo se alcanza en z = (3,6.5)

o] Xp#2x, <= 10

y corresponde a z = —38.5.

Dado que se tiene una solucién no entera en
la segunda componente, se elige x5 para particio- :
nar el conjunto factible. Ademas, no es posible :
actualizar la cota superior (U = +00) por esta a8as: ! \ SRS RSN AEAES 5
misma razon.

Figura 1: Representacion grafica para
problema original con relajacion lineal.

Los subproblemas resultantes (relajando linealmente) corresponden a:

Py =min —2x; — 519 Py, =min —2x; — 519
sa  2x1 4+ 2x0 <19 sa  2x1 4+ 219 <19
—x1 + 229 < 10 (1) —x1 + 229 < 10 (2)
T9 <6 T9 > T
r; >0 Vie{l 2} r; >0 Vie{l 2}

Resolviendo la relajacién lineal Py (ver figura 2.b), se obtiene el valor 6ptimo de este problema es
x* = (3.5,6) con un valor de la funcién objetivo igual a zp; = —37. Adn asi, dado que todavia no se
tiene una solucién x* entera, no es posible actualizar la cota superior (U = +00).

Por otra parte, se realiza el mismo procedimiento para . Sin embargo, al agregar la restriccion
o > T no existe interseccion entre esta restriccion y el conjunto original del problema, como se puede
apreciar en la figura 2.a. Por lo tanto, no es un problema factible (el nodo se corta por infactible).

3 1 2 3 4 5 6 7 8 1 10 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) Conjuntos de P1 y Pa. (b) Resolucién grafica Pi.

Figura 2: Conjunto P; y P> y su resolucion.
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Siguiendo con el algoritmo. P; no satisface la restriccién de variables enteras, por lo que se
efectiia una nueva ramificacion respecto a la variable x1, que tiene el valor 3.5, generandose dos
nuevos problemas:

e Ps: Problema resultante en agregar x1 < 3 a Pj.

e Pj: Problema resultante en agregar x1 > 4 a Pj.

P; =min —2x; — bxe Py =min — x1 — 219
s.a  2x1 4 219 <19 s.a  2ry+ 219 <19
—x1 + 229 < 10 —x1 + 225 < 10
(3) (4)
gy <6 T3 <6
1 <3 1 >4
r; >0 Vie{l 2} r; >0 Vie{l?2}
En la figura 3.a, se tiene que en la resolucién de Pj el valor 6ptimo es el punto z* = (3,6) dejando
un valor de la funciéon objetivo igual a zp3 = —36, de modo que se actualiza el valor del limite
superior U = —36, y se poda este nodo por la integridad de las variables (21 y x9 son enteros).

Ahora bien, considerando Py (ver figura 3.b), se llega al siguiente resultado z* = (4,5.5) y la
funcién objetivo zpy = —35.5, pero ya que Zpy > U, este nodo se poda por cota.

X,

2 X2

& | -

i o 1 3 4 9 S o 1 2 3 4 9

(a) Resolucién gréfica de Ps. (b) Resolucién grafica de Py.
Figura 3: Conjuntos P3 - P4 y resolucion grafica respectiva.
Finalmente, el tinico sub-conjunto activo es Ps, por lo que se actualiza el valor de L = —36,

dejando como 6ptimo del problema original z* = (3,6) con un valor de la funcién objetivo igual a
—36.
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X2£6 ¥2=7

P2
Infactible

Poda por infactible
x1=3 x1z4

Poda por integridad Poda por cota

Figura 4: Arbol de enumeracién de algoritmo de Branch & Bound.
Respecto a los comentarios sobre la condicion de término del problema, existen 2 formas en la
que se puede concluir que la soluciéon encontrada es el 6ptimo del problema discreto original:
¢ Gap nulo: Se puede calcular la cota inferior y superior para mostrar que U — L = 0.

¢ Comparacién: Luego de resolver todos los subproblemas, la mejor solucion entera debe ser
la solucion 6ptima del problema original.
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(4 puntos) Para la relajacién lineal del problema anterior, calcule todos los cortes de
Gomory que sea posible teniendo en cuenta el Tableau éptimo de la Tabla 1. Adicionalmente, verifique
(graficamente) que se reduce el conjunto factible del problema relajado, pero no del problema discreto
original.

Tabla 1: Tableau éptimo.

T X2 S1 52
38500 0 15 -1
3 1 0 033 -033
65 | 0 1 017 033

A partir del tableau, se tiene que las variables basicas de la relajacién lineal del problema co-
rresponden a x1 v 9, v las no basicas a s; y ss. Dado que solo hay una variable basica no entera,
ro = 6.5, solamente se puede construir un corte de Gomory. Este corte se construye con la fila del
tableau correspondiente a la variable x5. De esta forma, utilizando la formulacién vista en clases.

v+ Y Lai) - 2y < Lao)

JEN
Ty + |Gg3] - 51+ [G24] 52 <6
To + L0,17J - S1 + L0,33J + 59 <6

En la figura 5 se comprueba que el corte reduce el conjunto factible del problema relajado, pero
no el del problema discreto original ya que sobre x5 = 6 no hay soluciones enteras factibles.

¢ 1 punto por identificar la variable basica con la que se debe hacer el corte.
* 1 punto por calcular correctamente el corte de Gomory.

¢ 2 puntos por comprobar que el corte no reduce el conjunto factible del problema
original.

Figura 5: Conjunto factible del problema relajado incorporando el corte de Go-
mory.
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