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1 Generalidades

La presente guia contiene material sobre conceptos de transferencia de momentum, con
aplicaciones en fluidos. Incluye, a su vez, una serie de ejercicios propuestos guiados orientados
al trabajo personal del alumno en la comprensiéon de los contenidos del curso.

2 ;Qué son los fenémenos de transporte?

2.1 Descripcion

Los fenémenos de transporte se pueden dividir en tres grandes areas asociadas al transporte o
transferencia:

Momentum: Dice relacién con el movimiento de medios sélidos o deformables

Calor: Se ocupa de los procesos de transporte y conversiéon de energia
Masa: Est4 relacionado con la transferencia de masa entre distintas especies quimicas
o fases.

La transferencia de momentum, calor y masa tienen las siguientes propiedades:
e Frecuentemente ocurren de manera simultanea

e Las ecuaciones béasicas que los describen son muy semejantes



e Las herramientas matematicas necesarias son muy similares
e [os mecanismos moleculares que ocurren en estos fendmenos son parecidos y son respon-
sables de la viscosidad, conductividad térmica y difusion
2.2 Ejemplos
Algunos ejemplos de procesos involucrados son:

e Flujo gravitacional, relleno de caserones, etc

e Transporte de pulpa o agua a través de cafierias (piping)
e C(lasificacién en hidrociclones

e Sistemas de ventilacion

e Lixiviacion en pilas (flujo en medios porosos)

e Modelaciéon de burbujas en fluidos metaltrgicos
e Extraccion por solvente (SX)

e Electro obtencion (EW), Electro refinacion (ER)
e Tostacion, Fusion, Conversion, Refino y Moldeo
e Pérdidas de calor desde reactores metalargicos

e Magnetohidrodindmica

e Limpieza de escorias

e Flujo reactivo (plantas de cal)

2.3 Definiciéon provisional de fluido y flujo

Un fluido es una substancia que no tiene una forma definida y se deforma (facilmente) frente a
un campo de fuerzas externas. Se considera como fluidos los liquidos y los gases. Sin embargo,
existen materiales que tienen un comportamiento dual fluido-sé6lido.

Para que exista un flujo del fluido, una transferencia de calor o una transferencia de
masa debe existir una diferencia (gradiente) de una cantidad fisico-quimica llamada fuerza
direccional:

Presion: P
Temperatura: T
Volumen: |4
Concentracion: c

Tasa (cantidad> _ fuerza direccional (2.1)

tiempo resistencia



2.4 El sistema de unidades
2.4.1 Importancia de los sistemas de medicién

La modelaciéon de fenémenos fisicos requiere efectuar observaciones. Estas consisten en la
asignacion de valores numéricos a ciertas variables. Los modelos de fenémenos fisicos son
relaciones funcionales o expresiones matemaéticas donde intervienen estas variables. Las variables
son concretas o dimensionales o bien abstractas o adimensionales. Las variables concretas
tienen asociadas magnitudes y dimensiones. La magnitud depende del sistema de unidades
usado.

2.4.2 Algunas definiciones generales

Cantidad en el sentido general: Propiedad asociada a fenémenos, cuerpos o substancias
que pueden ser cuantificadas para ser asignadas a un fenémeno cuerpo o substancia en
particular. Ejemplos: masa y carga eléctrica.

Cantidad en el sentido particular: Propiedad cuantificable o asignable atribuida a un
fendémeno, cuerpo o substancia en particular. Ejemplos: la masa de la luna, la carga
eléctrica del protom.

Cantidad fisica: Es una cantidad que puede ser usada en las ecuaciones mateméticas de la
ciencia y la tecnologia.

Unidad: Es una cantidad fisica particular, definida y adoptada por convecion, con las que
otras cantidades particulares del mismo tipo son comparadas con el fin de expresar su
valor.

Unidad fundamental: Es aquella unidad que constituye el fundamento del sistema de
unidades. Se supone que todas las unidades base son independientes entre si.

Unidad derivada: Es aquella que puede ser expresada en términos de las unidades base,
mediante multiplicaciones y divisiones de las mismas. Ciertas unidades derivadas tienen
nombres y simbolos especiales, los que pueden ser usados en combinacién con aquellos
para las unidades base u otras unidades derivadas.

2.4.3 Aplicacion de los sistemas de unidades

Comtnmente los sistemas de unidades se clasifican en dos grupos, segiin su campo de aplicacion:

(a) Fisicos o absolutos
(b) Técnicos o ingenieriles.
A continuacion la distincion entre estos conceptos:

Sistemas fisicos: Sus unidades fundamentales son la longitud [L], la masa [M], el tiempo [T]
y la temperatura [O]. Algunas unidades derivadas comunes son la fuerza [F], el trabajo
[W], el esfuerzo [o], la potencia [P] y la presion [p].

Sistemas técnicos: Sus unidades fundamentales son la longitud [L]|, la fuerza |F|, el tiempo
[T] y la temperatura [©].



Existen distintas convenciones para nombrar una misma unidad. Las méas comunes son los
sistemas MKS (metro-kilogramo-segundo), y el sistema inglés (pulgada-libra-segundo). Por otro
lado, est4 el sistema CGS (centimetro-gramo-segundo). El sistema SI es el mas ampliamente
aceptado en la actualidad.

Las unidades fundamentales del sistema CGS son miltiplos de aquellas del sistema MKS.
En este caso se diria que MKS y CGS pertenecen a la misma clase de sistemas de unidades
porque ellos difieren solo en su magnitud, pero no en su naturaleza fisica.

2.4.4 Definiciones de unidades en el sistema SI

Estas definiciones se basan en la Novena Conferencia General de Pesos y Medidas, 1948:

metro [m]: Es la longitud de la ruta recorrida por la luz en el vacio durante un intervalo de
tiempo igual a 1/299 792 458 de un segundo.

kilogramo [kg]: Es la unidad de masa. Es igual a la masa del prototipo internacional del
kilogramo (Oficina Internacional de Pesos y Medidas, Sévres, Francia).

segundo [s]: Es la duracion de 9192631770 periodos de la radiaciéon correspondiente a la
transicion entre dos niveles hiperfinos desde el estado base de un dtomo de Cesio-133.

kelvin [K]: Es una unidad de temperatura termodinamica. Corresponde a la fraccion 1/273.16
de la temperatura termodinédmica del triple punto del agua.

ampere [A]: Es la corriente constante que, al ser mantenida entre dos conductores paralelos
de largo infinito, de seccién circular constante, aislados 1 metro en vacio, produciran
entre estos conductores una fuerza igual a 2 x 1077 Newton por metro de longitud.

mol [mol]: Es la cantidad de substancia de un sistema que contiene tantas entidades elemen-
tales como atomos en 0.012 kilogramos de carbono 12.

2.4.5 Resumen de unidades derivadas

En la tabla [l se presenta un resumen de las unidades derivadas mas comunes.

Tabla 1: Unidades del sistema fisico

Variable Unidad CGS Unidad SI
Fuerza [F]  dina=gr cms=2 Newton (N) = kg m s—2
Trabajo [W]  erg = dina cm Joule (J) =N m
Esfuerzo [o] dina cm™2 N m—2
Potencia |P] erg s ! Watt (W) = J s71
Presion [p| dina cm™2 Pascal (Pa) = N m~2

"http://physics.nist.gov/Pubs/SP330/sp330.pdf


http://physics.nist.gov/Pubs/SP330/sp330.pdf

Otras equivalencias importantes:

lcal =4.18674J (2.2)
lerg=10""1J. (2.3)

Para las unidades técnicas se deriva unidades de fuerza de la siguiente forma:

1gr peso (gr) = 1g x gr = 980 gr cm s~ 2 = 980 dina
1kg peso (kg) = 1g x kg = 9.8kg m s~ 2 = 9.8N.

Ejercicio 2.1: Muestre que:

1Watt = 1N ms ' =10"erg s 1. (2.6)

2.4.6 Homogeneidad dimensional

Un concepto que debe tenerse en cuenta en el trabajo con magnitudes dimensionales es el
de homogeneidad dimensional de las ecuaciones de la fisica. Las ecuaciones que modelan
fenémenos fisicos deben ser dimensionalmente homogéneas, es decir, las dimensiones de ambos
miembros de la ecuacién deben ser las mismas.

2.4.7 Sintaxis

Se debe escribir las unidades SI en letras no cursivas, en mintsculas, a menos que provengan
de un nombre propio. Por ejemplo, kg, J (viene de Joule), s, W (viene de Watt).

Los simbolos no se alteran al ser usados en plural. Por ejemplo, 1m y 10m. Las unidades
SI no deben ser seguidas por un punto, (a menos que sea necesario un punto seguido o aparte).

2.5 Enfoques macroscépico y microscépico

2.5.1 Balances macroscopicos

No contempla el estudio de los detalles del sistema. En general, son relevantes:
e Las condiciones en la entrada
e Las condiciones en la salida

e Los cambios globales en el volumen de control

2.5.2 Balances microscépicos y moleculares

A diferencia del caso anterior, aqui si interesan los detalles. Estos son tipicamente descritos en
términos de ecuaciones diferenciales, ttiles para obtener “perfiles" de velocidad, concentracion,
temperatura, presion, etc.

En el caso de los balances moleculares, se persigue una comprension fundamental de los
mecanismos de transporte en términos de la estructura molecular y las fuerzas intermoleculares.



3 La hipétesis de medio continuo

Es comun en fisica e ingenieria describir medios que estan conformados por atomos o moléculas
como si se tratara de medios continuos, describiendo variables locales como promedios de
comportamientos a nivel molecular. De esta manera, si V' es un volumen de control donde hay
un nimero de moléculas, podra describirse la velocidad local como

u=(w)= ‘1//‘/de (3.1)

Luego, en un enfoque tipo medio continuo se trabaja, en vez de w, con u suponiendo que u es,
al menos, una funcién suave por tramos. Esto dltimo hace posible el empleo de herramientas
del célculo diferencial para describir comportamientos locales y globales asociados al medio. En
particular, si se tiene una microestructura (a nivel molecular) cuya longitud caracteristica es ¢,
y la longitud caracteristica (de macroescala) del medio continuo es L, entonces la hipotesis de
medio continuo es valida si

§ < V3 <« L. (3.2)

En otras palabras debe ser posible escoger un volumen para promediar que es arbitrariamente
pequeno comparado con la macroescala L, pero a la vez mucho més grande que el tamafio de
la estructura molecular.

Ejercicio 3.1: Si§ es el tamaio caracteristico de una molécula de agua, estime el minimo
volumen de control que permite describir el comportamiento del agua como un medio continuo
(tome, por ejemplo, un factor 1000). ;Cual es el menor didametro que podria tener un tubo
para describir el flujo de agua como medio continuo? Resp.: 95.8 nm, 95.8 pm.

3.1 Derivada total y su relaciéon con el campo de velocidad

3.1.1 Derivada total

La derivada total de F' se puede expresar, mediante la regla de la cadena, en términos del
campo de velocidad:

dF 9F 90Fdz  OFdy  0Fdz

W tmatya e a (3.3)
—a—F 8—Fu —|—a—FU —i—a—Fu (3.4)
ot o Y oy Y 0z ¢ '

Ejercicio 3.2: Una motocicleta viaja con velocidad constante, en linea recta, desde un lugar
ubicado a una temperatura Ty a un sitio ubicado a temperatura Ty. EI vehiculo tiene un
termoémetro que permite medir la temperatura ambiente, que para un observador en reposo
es T =Ty + mx, en que m > 0 es una constante y x € [0, L] (para el observador en reposo la
temperatura no varia en el tiempo). Indique las unidades que tiene la constante y deduzca la
lectura de temperatura T(t) que mide el termémetro montado en la motocicleta.

Ind.: Considere un sistema de referencia fijo, para el que la moto se mueve con velocidad

U = Umoto ¥ use (3.4).

Resp.: K/m; T(t) = To + umotomt, para t € [0, L/umoto)-

El ejercicio es un ejemplo de que (3.4) permite expresar la medicion de una propiedad
stquiendo el volumen de control con la medicidén de la misma propiedad desde un observador
fijo. Esta propiedad se reafirma a través de la definicién de la derivada material.



3.1.2 Derivada material

Se define la derivada material de ', DF'/Dt como la variacion temporal de la propiedad F' en
descripcion lagrangiana, esto es, siguiendo la trayectoria del elemento material.

3.1.3 Magnitudes termodinamicas

Existen dos tipos de magnitudes en termodinédmica:

Magnitud extensiva: es una magnitud cuyo valor es proporcional al tamano del sistema que
describe. Esta magnitud puede ser expresada como sumatoria de las magnitudes de un
conjunto de subsistemas que formen el sistema original.

Magnitud intensiva: es aquella cuyo valor no depende del tamafio ni de la cantidad de
materia del sistema, es decir, tiene el mismo valor para un sistema que para cada una de
sus partes consideradas como subsistemas abiertos.

En general el cuociente entre dos magnitudes extensivas nos da una magnitud intensiva,
por ejemplo la divisiéon entre masa y volumen nos da la densidad. En la tabla [2| se muestra una
comparaciéon de ambos enfoques.

Tabla 2: Comparaciéon entre los enfoques lagrangiano y euleriano

Enfoque lagrangiano euleriano

Elemento de control masa volumen

Propiedades descritas extensivas intensivas

Depende de la cantidad  si no

de materia

Ejemplos momentum  velocidad
energia temperatura
masa concentracion
peso densidad

En la generalidad de los problemas de fenémenos de transporte se requiere escribir ecuaciones
que representen la conservacién de propiedades tales como masa, momentum y energia.

Para sistemas discretos (o de pocas particulas) debera utilizarse el enfoque clasico (siguiendo
la trayectoria de cada particula), lo que es muy costoso si se trata de muchas particulas. Cuando
es posible emplear aproximaciones tipo medio continuo es conveniente emplear un volumen de
control donde:

e El observador esta “fijo" en un punto del dominio y ve como varian las propiedades de
interés en el tiempo sélo dentro de dicho volumen.

e Se requiere trabajar con variables intensivas.



4 FEl teorema de transporte de Reynolds

4.1 Demostracion informal

Si B es una propiedad extensiva (masa, energia, momentum, volumen, etc.) presente en un
volumen de control §2, se escribird ésta en términos de la propiedad intensiva b (densidad,
velocidad, concentracion etc.) de la siguiente forma:

B:/deQ. (4.1)

Por otro lado, si b es un campo escalar continuo y derivable, entonces, se cumple que:

DB ob
—_— = — + V. (bu)| dQ 4.2
b= 5+ v ow) (4.2
Ejercicio 4.1: Demuestre (4.2). Para ello, siga los pasos descritos a continuacion:

1. Calcule la derivada material de B como

DB -
b3 _ . B(t + 6t) — B(t)
Dt 5t—0 ot

(4.3)

y obtenga
(4.4)

DB _ i L / bt + 560 — / b(#)d
Dt ot—0 (5t Q(t+6t) Q(t)

2. Exprese el lado derecho de (4.4) en términos de dos derivadas sumando y restando
DB
Jaw 0(t + dt)dQ. Obtenga que o I + I con:

ab

n=[ 2 45

=[5 (45)

I = lim & / b(t + 5t)dS — / b(t + 54)d0| (4.6)
5t=0 0t | Jo(i+st) Q)

3. Note que I, = limg_ fQ(t+5t)_Q(t) b(t + 6t)dQ. Por otro lado, en el limite §t — 0,
aproxime df) =~ u-ndtdA, en que n es el vector unitario normal a la frontera del volumen
de control, y apunta hacia afuera. Con esto, obtenga

I, = / bu-ndA (4.7)
At)
y, por lo tanto,
DB ob
— = —dQ +/ bu-ndA. 4.8

4. Use el teorema de la divergencia en (4.8)) y encuentre el resultado pedido.



4.2 Conservaciéon de masa y volumen

A partir de (4.2) y (4.8) es posible obtener resultados utiles.

Ejercicio 4.2 (ecuacion de conservacion de masa total): Suponga que b = p(x,t) (la densidad
del fluido). Aplique el principio de conservacién de masa (la masa total no se crea ni se
destruye) a (4.2)) y obtenga la ecuacioén de conservacion de masa en descripcion euleriana:

ap
a+V (pu) = 0. (4.9)

A qué se reduce la expresion anterior cuando la densidad del fluido es una constante del espacio
y del tiempo? Interprete su resultado, correspondiente a los fluidos llamados incompresibles.

Note que si el volumen de control 2 se mantiene constante en el tiempo, entonces (4.8)) se

transforma en:
Dt 8t/bdQ+/ bu - ndA. (4.10)

Ejercicio 4.3 (problema de vaciado de estanque): Suponga que se tiene un estanque de
volumen total conocido, Vy, que contiene un liquido de densidad constante (del espacio y del
tiempo), po. Deduzca la ecuacion diferencial de vaciado:

A, :ZQe,i_ZQs,j7 (4'11)
@ J

en que V (t) es el volumen de liquido, Q(t) representa el caudal volumétrico, definido como

Qt) = /Av(t) -ndA (4.12)

y los subindices e y s representan puntos de entrada y salida de fluido, respectivamente.
Ind.: Defina una funcién escalar p(x,t) en el interior del estanque, tal que:

(4.13)

po si hay liquido
,O(X, t) = .
0 sino.

Note ademaés que como el volumen de control V se mantiene constante, puede usar (4.10)).

Ejercicio 4.4: Aplique el resultado (4.11)) al problema de un estanque cilindrico, de area basal
A, altura total H y altura de liquido inicial hg, indicando el volumen de control empleado.
Suponga que puede caracterizar el caudal de salida empleando la ley de Torrice]lﬂ:

Qs = Sv/2gh, (4.14)

donde S es la seccion de salida de liquido (conocida). Suponga que hay un caudal de entrada
conocido, Qo Determine la curva de vaciado del estanque.
l—ax

2Evangelista Torricelli (Faenza, Italia, 15 de octubre de 1608 — Florencia, Italia, 25 de octubre de 1647),
fisico y matematico italiano.
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Ejercicio 4.5 (reactor perfectamente agitado): Suponga que se vierte un liquido de cierta
densidad indeterminada en un estanque de volumen V{y, que tiene liquido con otra densidad.
En el estanque hay un agitador suficientemente eficiente como para mantener instantdneamente
todo el contenido a la misma densidad. Demuestre que se cumple:

o
(gy) - ; Gei — ; Gy (4.15)

donde p = p(t), pero no del espacio, V (t) es el volumen de liquido y G(t) representa el caudal
volumétrico, definido como

G(t) = [ p(Ov(0) ndA = p(1Q) (4.16)

Los subindices e y s representan puntos de entrada y salida de fluido, respectivamente.

Ejercicio 4.6: Considere el transporte de una sustancia disuelta en un flujo de un fluido
incompresible. Sea C' la concentracién de esta sustancia, definida como la masa total (soluto
més fluido). Sea p la densidad de la mezcla soluto y fluido. La masa de soluto contenida en un
volumen de control infinitesimal, AV, es por tanto: dm = pC'dV'. Suponga que la concentracién
de soluto no cambia la densidad de la mezcla, p, de modo que esta propiedad se mantiene
siempre constante considerando que ademés se cumple la condicién de incompresibilidad.

(a) Sim es la masa de soluto, determine la cantidad intensiva asociada a esta propiedad
extensiva.

(b) Plantee el Teorema de transporte de Reynolds para determinar una expresién para la
tasa de cambio total de la masa de soluto: Dm/Dt en un volumen de control V' con
secciones de entrada y salida S, y Ss, respectivamente. Demuestre que si se considera
que C es constante dentro de un volumen de control se cumple:

Dm oCcv .

Desarrolle el tiltimo término para el caso en que la concentracién es constante tanto en la
seccién de entrada como en la seccién de salida.

Ejercicio 4.7: Considere el estanque de seccién rectangular con drea basal A y altura grande
comparada con las alturas de liquido incorporado, mostrado en la Figura[l, Este se usa para
generar capas de liquido estratificadas y, por otro lado, para mezclar y verter la mezcla. El
estanque, junto con el tapén inferior y el tubo deflector conectado al mismo son de masa
despreciable y se encuentran apoyados sobre una balanza que entrega la masa de los liquidos
alojados en el mismo. En ambos casos puede despreciar el efecto del momentum de los chorros.

En la figura se muestra la primera aplicacién. En ella, con el objeto de evitar que se
produzca mezcla, se incorpora lentamente por la parte inferior del tanque un caudal Q1 de un
liquido de densidad py, al mismo tiempo que por la parte superior se vierte un caudal Qs de
un liquido de densidad p2, en que pa < p1. En este caso el tapon, dispuesto en la zona inferior,
se encuentra cerrado. Las tasas de incorporaciéon de volumen son, Q1 = min{at,aQo/b} y
Q2 = max{0,Qo — bt}, con a, b y Qo cantidades positivas. Si inicialmente el estanque estd
vacio, para esta configuracién se pide:
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(a) Encontrar una expresion para la evolucién temporal de la altura total generada por
ambas capas de liquido.

(b) Estimar la lectura de la balanza en funcién del tiempo.

(c) Determine la altura de cada una de las capas, h1 y ha, en funcién del tiempo.

Suponga ahora que se desea mezclar ambos liquidos, por lo que se reemplaza la adicién inferior
del producto de densidad p; por una carga superior y se incorpora un agitador, segin se
muestra en la figura[Ip. Ademads se desea disponer de la mezcla, para lo que se abre el tapén
inferior en t* = Qo /b. El deflector, conectado a la salida de liquido, tiene como objetivo hacer
que el campo de velocidad cerca del tapén sea practicamente nulo. Ademads, la deformacién de
la superficie libre producto de la agitacién puede despreciarse en este caso. Suponga ademas
que el caudal volumétrico de descarga puede ser modelado mediante la expresién

Q3 = k+/gh, (4.18)

en que g es la magnitud de la aceleracién de gravedad. Considerando que los caudales
volumétricos son los mismos que los de la parte anterior y que inicialmente el estanque tiene
una altura de llenado hg > 0 y una densidad de mezcla p(t = 0) = pa, se pide, para t > 0:

(d) Determinar la evolucién temporal de la densidad p de la mezcla.

(e) Encontrar una expresion para la evolucién temporal de la altura total de la mezcla de
liquidos

(f) Determinar una expresién para la lectura de la balanza en funcién del tiempo.

Ejercicio 4.8: El estanque de drea basal A de la Figura[g se ha llenado con una mezcla de
agua fresca y salmuera. Empleando una técnica de laboratorio llamada de Doble balde, se ha
generado un perfil de densidad lineal para un tiempo dado, p(z,t), descrito por la ecuacién:

p(z,t) = pr(t) — —= (p1(t) — po) (4.19)

h(t)

donde py es la densidad en la superficie, p1(t) > po es la densidad en el fondo, h(t) es la altura
de la columna en el tiempo t y 0 < z < h(t). Se sabe que h(t =0) = H y pi1(t =0) = p1po
(ambos valores conocidos), y el perfil de densidad tiene la forma mostrada en la Figura @a En
t = 0 se abre un tapén de seccién S, dispuesto en el fondo del recipiente, y la mezcla comienza
a vaciarse (Figura @b} Suponga que el proceso ocurre en ausencia de reacciones quimicas y
que, ademas, para caracterizar el caudal de vaciado, (), puede emplear la ley de Torricelli,
Q = S+/gh, con g la aceleracién de gravedad. Por otro lado, suponga que el perfil de densidad
se mantiene lineal a medida que progresa el vaciado. En otras palabras, puede suponer que el
problema de vaciado es unidimensional. Se pide:

(a) Identificar h(t) y encontrar el tiempo de vaciado del recipiente. Para ello:

i. Muestre que se cumple el principio de conservaciéon de volumen cuando un elemento
de masa tiene densidad constante en descripcién lagrangiana (desde el punto de vista
de un observador siguiendo un elemento de fluido).
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p2, Q2 p1, G P2, Q2

3
—_ 8 i i i
S —F
<
I = v~ 0
= = <0
E ﬁa Q?)
’—> | v L ? -'x
[ ‘ ] \ [ ‘ ]
pr: Q1 balanza tapon balanza

() (b)

Figura 1: Ejercicio (a) Configuracién sin mezcla ni salida de liquido. (b) Configuracion
con agitaciéon y vertido inferior.

ii. Encuentre una expresién para h(t) segiin lo pedido. Resp.: h(t) = (HY/? — %glﬂt)2

iii. Determine el tiempo de vaciado del estanque. Resp.: t, = %, / %.

(b) Determinar la densidad en el punto de descarga, pi(t), enunciando claramente el principio

2
.. . - . pi®)—po _ _1 /g8
de conservacién que necesita utilizar. Resp.: o = 1—35\/#5t) -

Ind.: Puede ser de utilidad emplear la regla de Leibnitz:

d [/ dfo dfi

dy + F(z, fo(x)) 7= — F(z, fi(z)) 7~ (4.20)

R OF (a,y)
F — Yo \m )
(z,y) dy / dx dx

dx f1 (:c) f1 (:c) 8{1}

Ejercicio 4.9: Un recipiente de volumen V contiene una solucién compuesta por un liquido,
nutrientes y bacterias. Se sabe que las bacterias se alimentan de los nutrientes, lo que hace que
éstas se multipliquen de tal forma que:

ﬁ = My, <421)

en que « es un parametro positivo y my, es la masa de bacterias en el volumen y DF /Dt es la
derivada material de la propiedad F'.
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(a) t<0 . (b) t >0 ;
A A

y o — | H| -

— h
H
| .
descarga cerrada
orificio de

descarga abierto

Hipotesis:
1. El recipiente tiene una altura inicial de liquido H y un area basal A.
Las densidades p, y p, , son constantes y conocidas.

2.

3. El orificio de descarga (seccion S) se abre en ¢ = 0.

4. El flujo cerca del fondo no altera el perfil de densidad (se mantiene lineal
todo el tiempo).

. No hay reacciones quimicas.

t

Figura 2: Problema [4.8

(a) Muestre que en un volumen de control cualquiera, la densidad total (liquido y nutri-

entes + bacterias) se puede expresar en términos de la fraccién volumétrica de bacterias,

__ ( volumen de bacterias .
¢ - ( volumen total )’ como:

p=ppd+ pi(1— ), (4.22)

en que pp y p; son la densidad de las bacterias y el liquido con los nutrientes, respectiva-
mente. Empleando el resultado anterior y la relacion (4.21]) obtenga que m;, la masa de
liquido mas nutrientes, varia segin la relacion

Dml

Df = ~oms (4.23)

(b) Indique cuéles son las propiedades extensiva e intensiva en este problema.

(c) Emplee el teorema de transporte de Reynolds para determinar la evolucién temporal
de la concentracion de bacterias, ¢(x,t), suponiendo conocida su concentracién inicial,
®o(x) (ﬁgura@ izquierda), y no hay movimiento de la mezcla bacterias/liquido. Resp.:

¢(t) = poe.

Considere ahora la configuracién de la figura E (derecha), consistente en un recipiente de
volumen V', conocido y constante, en que se agrega un caudal de liquido con nutrientes (sin
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bacterias), @ (conocido), descargandose a la atmésfera por la parte inferior liquido con bacterias.
Suponga que el punto de descarga consiste en una perforaciéon de seccién S que se encuentra a
una altura H (desconocida), medida entre la superficie libre y el punto inferior de descarga.
Suponga ademés que el sistema posee un agitador que mantiene todo el tiempo la concentracién
de bacterias homogénea en el interior del recipiente y que la concentracion inicial de bacterias,
¢o, es conocida. Las densidades de las bacterias y liquido asi como la tasa de crecimiento de
bacterias y el consumo de nutrientes son los enunciados anteriormente.

(d) Analice cualitativamente los posibles escenarios del crecimiento de bacterias en términos
del caudal ), para el caso de régimen permanente, lo que implica que V' y H se mantienen
constantes.

(e) Usando el teorema de transporte de Reynolds y el balance de masa de bacterias, plantee

(sin resolver) una ecuacién para H en términos de ¢(t) y los datos del problema. Resp.:
ppod _ Q 4 db S\/QQH(l — )
o VT % :

(f) Mediante un balance en la mezcla liquido/nutrientes y la ecuacién obtenida en la parte

anterior, plantee una segunda ecuacién diferencial y resuélvala para la concentracion ¢(t).
Q

. dx _ Inz—In(a+bx) . iaiVJr(%il)d)o _ |:< _ Q) ]
Ind.. fm(a—Hm) = m + C. Resp.: ¢0—a—%+(%—1>¢ =exp |[(a—F) 1.

Parte (c) Partes (e) y (f)

@ (solo liquido/
nutrientes) volumen V

l (conocido)

-~
Liquido + \",.‘.\,‘ estanque H
nutrientes| {57 3 agitado
bac-‘éerias \
seccion de
liquido/ salida' S
nutrientes (conocida)
+
bacterias

Figura 3: Problema [4.9

5 Elementos de hidrostatica

La hidrostatica se ocupa del estudio de los fluidos en equilibrio estatico. Un elemento esencial
en hidrostatica es la caracterizacion del efecto de la presiéon sobre cuerpos sumergidos.
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5.1 Ecuacion de la hidrostatica

Definimos la presion sobre un fluido como la componente normal de la fuerza que actta sobre
éste. En un volumen de control, las fuerzas de presiéon actiian sobre las caras. A diferencia, de
este tipo de fuerza, la gravedad actia sobre el centro de masa del cuerpo.

Ejercicio 5.1 (la presion es un escalar): Considere la cuna diferencial sumergida, de lados
dz, ds y dz, segiin se muestra en la figura[d Escriba un balance de fuerzas en los ejes y y

Figura 4: Ejercicio [5.1

2, denominando ppdxdz, p.dxdy y psdxds las fuerzas que actiian sobre los planos izquierdo,
inferior e inclinado, respectivamente. No olvide considerar el peso de la cuiia.
Muestre que:

Py = Ds (5.1)
dz
Pz = Ps = P9 (5.2)
de donde se concluye que cuando el elemento de volumen tiende a cero, p, = ps = p., lo que
implica que la presion tiene un valor independiente de la orientacién de la cuna, i.e., es un
escalar.

La relacion (5.2) implica que si dz # 0, entonces p = p(z). Esto es una consecuencia de
que la presion depende del peso del fluido sobre el punto de interés.

Ejercicio 5.2 (ecuacion de la hidrostética): Considere un elemento de fluido estatico. Si la
gravedad también estd presente y en equilibrio con las fuerzas de presién y la densidad del
fluido es constante, muestre que:

p(2) = po — pgz, (5.3)
en que pg es un valor de referencia de la presion, p es la densidad del fluido y g es la aceleracién
de gravedad. Para ello, escriba un volumen de control y haga un equilibrio de fuerzas.

Analice el caso de un fluido con densidad variable (p = p(z)).
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Es importante tener en cuenta que o, equivalentemente, dp/dz = —pg, es valida
solamente cuando el fluido esta en reposo. En algunos casos en fluidos en movimiento esta
expresion es vélida como aproximacién del comportamiento fisico real, pero eso debe ser
demostrado para cada caso.

Ejercicio 5.3: Para el caso de un cuerpo sumergido en equilibrio estatico discuta el efecto de
las fuerzas de presion en el balance de fuerza lateral.

5.2 Empujeﬁ (principio de Arquimedes)

La ecuaciéon de la hidrostatica es valida para un fluido en reposo de densidad p. Para el
caso de un cuerpo s6lido sumergido en un fluido en equilibrio estético, aplica el Principio de
Arquimedes:

La fuerza de empuje sobre un cuerpo sumergido es igual al peso de fluido desplazado
por el cuerpo.

Ejercicio 5.4: Demuestre el principio de Arquimedes. Para ello, suponga un cuerpo en
equilibrio estatico y considere un elemento de volumen del cuerpo con forma de “palo de fésforo”.
Escriba un balance de fuerza sobre dicho volumen de control. Empleando el resultado ,
deduzca que la fuerza de empuje para un liquido de densidad constante,

E = pgv, (5.4)

en que p es la densidad de fluido (constante) y ¥ el volumen del cuerpo sélido. ;Por qué el
signo es positivo?

Ejercicio 5.5: Un cilindro vertical de altura h., radio R y densidad p. se encuentra inmerso
en un liquido que contiene una estratificacion lineal de densidad, dada por la relacién:

p(z) = po+ —(pa = po). (5.5)

donde los subindices 0 y H representan el fondo y la superficie, respectivamente, 0 < z < H y
po > pr. Se pide:

(a) Calcular el empuje que actiia sobre el cilindro en términos de la altura de la cara inferior
de éste, zp. Resp.: gnR*hep (2, + %)

(b) Mostrar que, en condicién de equilibrio estético, la coordenada z del centro del cilindro,

Ze = zp+ %, verifica la relacion p. = p(z.). Deduzca que es posible encontrar una solucién
al problema si y sélo si p. < pg y que, en este caso, z, = %

5.3 El concepto de presiéon relativa

Se define la presion relativa a aquella respecto de la presion atmosférica. Si p es la presion de
un fluido, entonces su presion relativa es p = P — Patm, €N que Patm ~ 101.3kPa es la presion
atmosférica. Asi, la presion relativa en la superficie de una columna de liquido libre a la
atmosfera es 0.

3En muchos textos también se utiliza el término boyancia.
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A menos que se indique lo contrario se considerara presiones relativas en el tratamiento de
liquidos en el presente curso. En el caso de gases, se utilizara con mayor frecuencia persiones
absolutas.

Ejercicio 5.6: Deduzca una expresién para el momento ejercido sobre un muro por una
columna hidrostatica de fluido de densidad constante, altura H, profundidad W y con superficie
libre expuesta a la atmésfera en términos de la fuerza total sobre el muro y un punto de aplicacién
de dicha fuerza, z. Deduzca que para este caso z = H/3 (medida desde el fondo).

Ejercicio 5.7: Considere 2 liquidos de densidades p1 y ps separados por una pared vertical
no permeable como muestra la figura[5

P2
P1 ho

h1
B C

B

O

Compuerta

Figura 5: Ejercicio

La compuerta puede rotar en el punto O de tal forma que el punto C' se mueve libremente.
La compuerta tiene dimensiones de alto A y profundidad B conocidas. La altura del liquido hq
también es conocida. Encuentre la altura ho de tal forma que la compuerta permanezca en la

posicién vertical, segiin se indica. Resp.: ho = % + % (h1 — %)

Ejercicio 5.8: Un camién debe trasladar un estanque consistente en un semicilindro horizontal
de radio R, y altura H, con un liquido de densidad p y viscosidad dinamica p. Cuando el
camion esta en reposo, el nivel de liquido es (1 — \)R, medido desde la base del semicilindro,
con 0 < A <1y A conocido (Figura[6la). El contenedor se encuentra destapado (en contacto
con la atmoésfera), por lo que existe el riesgo de que en la aceleracién de la partida del camion
(dv/dt = a2) se derrame liquido fuera de éste (Figura[6p). Se pide determinar la méaxima
aceleracion (constante), para la situacion de equilibrio estatico, a la que puede estar sometido
el camién para que no haya pérdida de liquido. Para ello:

(a) Identifique las fuerzas que actiian sobre un elemento de liquido de volumen dx dydz
inmerso en el contenedor, para la situacién con el recipiente acelerado (Figura @b)

Ind.: Recuerde que en la situacién de equilibrio estatico que se requiere estudiar las
parcelas de fluido no tienen movimiento relativo.
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(b) A partir de las fuerzas identificadas en la parte anterior, plantee las ecuaciones de equilibrio
en el fluido. Resp.: Vp = —p(Z).

(c) Resuelva el sistema de ecuaciones obtenido en la parte anterior. En particular, muestre
que las is6baras (lineas de igual presién) son lineas rectas. Determine una ecuacién para
la posicién de la superficie libre y deduzca el angulo que debe tener la superficie libre
respecto de la horizontal en términos de la aceleraciéon a. Resp.: p(x,z) = pg(R — ik 2),
donde las is6baras se determinan a partir de la condicién p = constante.

(d) Indique la condicién geométrica limite para que no haya derrame y concluya el valor de la

aceleracién a. Resp.: Angulo de la superficie libre respecto de la horizontal, a = arcsin \;
gA

Vi—aZ’

Ind.: Aproveche la forma del contenedor para obtener su respuesta. Relacione geométri-

camente el dngulo de la superficie libre encontrado en la parte anterior con la condicién

Iimite para que no haya derrame.

a =

(a) (b)

g

| -
- \ y /y aceleracion a y
< E — / (el recipiente Y
oy <_I no rota)

T T

Figura 6: Problema (a) Situacion con el camioén en reposo. (b) Camioén desplazandose a la
izquierda con aceleracion a = ai (constante). En ambos casos el liquido se mantiene estatico
dentro del recipiente.

Ejercicio 5.9: Un estanque atmosférico contiene un liquido con un perfil de densidad, medido
desde la base del estanque, dado por la expresion:
PO — PH
p(e) = po — LI, (5.6)
donde py y pg < po son las densidades del liquido en z = 0 y en la superficie libre en
z = H, respectivamente. Un recipiente cilindrico de radio R y largo L se encuentra sumergido

en reposo con su eje principal dispuesto horizontalmente a una profundidad (1 — \)H, con
R/H <X<1-—R/H. Se pide:

(a) Calcular el empuje sobre el cilindro, en términos de A\, R, L y los pardametros de la
funcién densidad. Ind.: Aproveche la simetria del cilindro para definir un elemento de
drea conveniente. Resp.: Si g = —gk, entonces E = gV [Apg + (1 — AN)polk, en que V es el
volumen del cilindro.

(b) Si la densidad del cilindro es ps, determine valor de A\ que mantiene el cuerpo en equilibrio

estdtico. Deduzca una relacién entre pg, pg y ps para que el problema tenga solucion.

Resp.: \* = Lo=Ps
po—pH
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6 Movimiento de fluidos

6.1 Descripcién general

Consideremos un campo permanente de velocidades, es decir, dv/0t = 0. Tomemos un
punto P de este campo de velocidades, de coordenadas (z,y, z), el que tiene una velocidad
v = (u,v,w). Consideremos ademés un punto P’, cercano al punto P, distante a una distancia
dr = (dz,dy, dz), con una velocidad v + dv, con dv = (du,dv,dw). En general, v = v(z,y, 2).
El diferencial total de cada una de las componentes de velocidad se escribe, en régimen
permanente, como:

ou ou ou

du=—d —dy + —d 1
T o x+8y y+8z : (6.1)
ov v ov
dv = —d —dy + =—d 2
v= o x+8y y—l—azz (6.2)
ow ow ow
dw = —d —dy + —d .
w= a:+8y y+6z z (6.3)
En notacion compacta,
a(ua v, UJ) T
_ 4
dv 8(95, v, Z) [di[f, dyv dZ] ) (6 )

con

I(u,v,w)|  _ Juy
Nz,y,2) [;; oxj’

i,j€{1,2,3} x {1,2,3}. (6.5)

La diferencia de velocidades esté caracterizadas por 9 derivadas parciales, que podemos
asociar a 4 efectos distintos:

e Traslacion

e Deformacion lineal

e Deformaciéon angular
e Rotacion

Las distintas deformaciones basicas que se pueden identificar estan dadas por los valores que
pueden tomar las derivadas parciales que definen el diferencial de velocidad dv. Consideremos
el cubo ABCDEFPP’, dentro del elemento de fluido, cuyo vértice, P, se encuentra en el
origen del sistema de coordenadas (figura [7).

6.2 Traslacion

En este caso dv = 0 y s6lo se mueve el centro de masa del volumen de control.
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Figura 7: Elemento de volumen.

6.3 Deformacion lineal

Ou,; Ou;
Corresponde a la modalidad Ui _ 0sii##yj, ot # 0si ¢ =j. En este caso,
6$j 8mj
ou .  Ov. ow. 1*
dv = | —dz, —dy, —d : :
M [ax “ dy Y5, Z} (6:6)
Con esto,
[Ou T
dvy = | =—dz,0 6.7
v | Gedz.0. (6.7
[ v r
dve = |0, =—dy,0 6.8
ve =105, v, ] (6.8)
[ ow 17
dVD = _O7 0, aZdZ:| . (69)
Con estas tres componentes, podemos deducir la velocidad en el resto de las componentes:
dvp =dvy +dve (6.10)
dvg =dvy +dvp (6.11)
dvp =dvg +dvp. (6.12)
Finalmente,
dvpr =dvy +dve +dvp (6.13)
Habiamos mencionado que en un fluido incompresible, V - v = 0:
ou Ov  Ow
e 6.14
Oz + oy + 0z ( )

Luego, si du/0z > 0y dv/dy > 0, entonces Ow/dz < 0. En otras palabras, la compresion de
una dimensién implica una expansiéon en alguna de las otras.

21



6.4 Deformacién angular

Corresponde a la configuracion guz =0si(4,7) = (2,3) y (3,2), donde se tiene:

Lj
ov
P #0 (6.15)
ow
a—y #£0 (6.16)
ou Odu Ou
- — 1
[835’ oy’ 8,2] (6.17)
ov Ov
o 2 6
ow Ow
[ o, 8] (6.19)
En este caso,
(6.20)

Figura 8: Esquema de deformaciones en plano yz (no hay deformaciones en los otros planos).

Desplazamiento CC’ : |dvdt| = aawdy ot (6.21)
Y

Desplazamiento DD’ : |dvpét| = gvdz ot (6.22)
z

Considerando la convenciéon de angulo positivo para giros en el sentido contrario a las agujas
del reloj, se tiene:

ow v
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La deformacién angular total es:

0y = da — 68, (6.24)
de donde,
ow  Ov
oy=|—+ —=— ] dt. 6.25
y ( L az> (6.25)
Definimos la tasa de deformacion en el plano yz como:
16y Jw Ov
= - = _— _— . 2
2T 95t (83/ + 82) (6.26)

Repitiendo este anélisis para los planos xy e yz, se tiene:

1 /0v Ou
1 /0w OJu

En general, escribimos el tensor de deformacion, €, como:

€ij = 5 (axj + a@) : (6.29)

donde e = 7.

6.5 Rotaciéon

Si el angulo 05 es positivo, entonces se genera un movimiento equivalente a una rotaciéon. En
torno al eje x, se define:

1da4+068 1 (0w Ov
o= 575 =5 (5 5) (6:30)
Anélogamente,
1 /0u Ow
1 /0v Ou
= (== .32
YT (81‘ 8y> (6:32)
El vector w se denomina vorticidad, y se puede escribir como:
1
w= §V XV, (6.33)
con .
7 i k
o 0 0
v - £ £ < 6.34
v Oor Oy 0z ( )
v v w



Ejercicio 6.1: Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, demuestre que:

O(u, v, w)
— 2 2 _D+5S+Q 6.35
oeyn) 2TETE (65
con:
€ O 0
D=| 0 ¢, 0 (6.36)
0 0 e,
0 ezy Ex
S=1¢e. 0 ¢4 (6.37)
€z Ezy O
0 —w, wy
Q= W, 0 —w, (6.38)
—Wy Wy 0

7 Fuerzas en un fluido en movimiento

7.1 Caracterizacion de fuerzas

En el caso de fluidos que se mueven y deforman segtn lo visto en la seccion [6] aparecen esfuerzos
de corte, que actian sobre el fluido en conjunto con la presion y las fuerzas de volumen. En
general, las fuerzas que actiian sobre un elemento de fluido corresponde a una de las tres
siguientes categorias:

Fuerzas de presion: son debido a la presiéon y actiian normales al volumen de control.

Fuerzas de cuerpo o volumen: actian sobre el centro de masa del volumen de control (por
ejemplo, gravedad o fuerzas electromagnéticas)

Fuerzas normales: Acttian normales al volumen de control pero no corresponden a las fuerzas
de presion. Dependen de la presencia de un flujo (campo de velocidades no nulo) mientras
que la presién existe atn en reposo.

Fuerzas de corte: Actian tangenciales al volumen de control.

Se denomina esfuerzos a las fuerzas expresadas por unidad de area. Por conveniencia, las
fuerzas normales y de corte se expresan, de manera compacta, en la forma de un tensor de
esfuerzos, T = T;j, cuyos primer subindice corresponde a la normal y el segundo a la direccion
en que apunta. Se denomina tensor “desviador’ﬂ a aquel que incluye los esfuerzos normales y
de corte, sin incluir la presion:

Tex Taxy Taz
T=\ Ty Tyy Tyz (7.1)

Tzx Tzy Tzz

Asi, 191 (también 7,) corresponde a la fuerza tangencial con normal y, apuntando en la
direccion x, que acttia sobre una cara del volumen de control.

4Del inglés deviatoric tensor.
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En la literatura aparece la definiciéon de un tensor total de esfuerzos, II, que incluye la
presion:

donde p > 0 es la presiéon sobre el volumen de control, I es la identidad de 3 x 3 y T esta dado
por . Por convencion la fuerza de presion es la que actiia sobre el volumen de control.
En consecuencia, las fuerzas de presion que actiian en una cara orientada en +Z tienen signo
negativo, lo que justifica el signo menos en el primer término del lado derecho de . Por
otro lado, en un fluido en reposo, se debiera tener solo la condiciéon hidrostatica, es decir,
II;; = —pdi; siu=0 (§;; =1sii=jy 0 en caso contrario).

En la presente definiciéon 7 es el tensor de esfuerzos sobre el volumen de control. En
particular, en la cara orientada en +2, cuando 7, apunta hacia la derecha tiene signo positivo.

7.2 Relacion entre esfuerzo y deformacion

A nivel molecular, distintos fluidos responden de diferente manera a distintas fuerzas externas.
Por ejemplo, el pegamento fluyen sobre un plano inclinado de distinta forma que el agua, y
a la vez de distinta forma que la mayonesa. La rama de la fisica que estudia la razoén entre
esfuerzo y deformaciéon se denomina reologia.

7.2.1 Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Supongamos dos placas paralelas de drea A, separadas por una distancia e, pequena. En el
espacio entre ellas hay un fluido (liquido o gas). Inicialmente, el sistema esta en reposo. En
t = 0 la placa se pone lentamente en movimiento. Nos concentraremos en el movimiento en la
direcciéon z, con una velocidad constante, cuando ¢t — oo (figura @

placa movil F
—»_»
— A U
(u’v) =0 ;’ e
y
\ \ l x

Vil
base fija

Figura 9: Flujo 2D en estado estacionario

De la figura

tandy ~ dy = jﬁ (7.3)
Y
(Uypdy — Uy)dt
7.4
Gy (7.4)
ou
~ —dt 7.5
3y (7.5)

25



Figura 10: Ley de Newton-Navier

Definimos 4 = dy/dt (tasa de deformacion). Si u es solo funcién de y, entonces,

du
y = —. 7.6
1= (7.6)
Supongamos que el desplazamiento de la parcela de fluido diferencial es inducido por una
fuerza por unidad de area (esfuerzo) que denominaremos 7, [Pa| (el fluido responde a la fuerza
externa con una fuerza por unidad de area igual y opuesta, —7y,). La relacion mas simple
posible entre esfuerzo y deformacién es una lineal, donde:
F du
Z = Tyz = _Tgl/a: = M@? (77)

donde el signo ’ denota el esfuerzo del fluido. Si peU/u es pequenio y v = w = 0, entonces
u = Uy/e para una variedad de fluidos (flujo de corte simple), y se cumple la ley de Newton-

Navier: P I
— =pu—. 7.8
Vil (7.8)
La constante de proporcionalidad, p, se llama viscosidad dindmica, y [u] = Pa s.
En general la viscosidad es funcion de variables termodinamicas fundamentales que definen

un sistema tales como la temperatura, la presiéon, el volumen, la composicién del fluido, etc.
n=f(T,P,V,n;7%). (7.9)

A presion constante, la viscosidad del aire aumenta con la temperatura de 1.72 x 107° Pa-s
a 0°C a 2.2 x 1075 Pa-s a 100° C. Se puede considerar las siguientes relaciones empiricas para
determinar las viscosidades del aire y del agua:

faire = [—1.0585 4+ 0.16803+/T (K)] x 107° (7.10)
[tagua = €xp[0.6885 — 0.10024(T'(°C))*%] x 1072 (7.11)

En la tabla[3|hay una idea de los valores que puede tener la viscosidad dindmica en distintos
fluidos.

Ejercicio 7.1: Un bloque de 30 kg se desliza a velocidad constante por un plano inclinado de
30° sobre una delgada capa de aceite de densidad 800kg/m?>. Calcule la velocidad en estado
estacionario y confirme la aplicabilidad de la ley de Newton-Navier. Considere i = 0.26 Pa,
A=05m?ye=0.15mm.

Resp.: U =17cm/s, peU/p ~ 0.08 < 1.
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Tabla 3: Viscosidades dindmicas para distintos fluidos

Fluido Viscosidad [mPa s]
gases 001 ~ 0.1
agua 0.3 ~ 1.75
metales liquidos 05 ~ 5
sales fundidas 1 ~ 5
matas fundidas 1 ~ 4
nitratos y carbonatos 5 ~ 20
aceites 100 ~ 5000
escorias y lavas 300 ~ 10000

7.2.2 Otras reologias

La interpretacion de los distintos modelos reologicos se puede ver de manera simplificada a
través de la version bidimensional del tensor de esfuerzo. Para el caso de un fluido newtoniano,

ou
Tyx = N@; (712)

en que u es la componente de velocidad en la direccién x. Esta relacion se escribe comtinmente,
de manera simplificada, como 7 = ¥, en que 4 = du/dy es la tasa de deformacion. La
interpretaciéon del modelo newtoniano se puede ver en la figura donde el gréafico ¥-7 se
denomina curva de flujo.

H dv, [dy

av /dy T

Figura 11: Modelo reolégico newtoniano simplificado (|7.12])

En algunos casos, la viscosidad depende de la tasa de deformacién generada por el flujo del
fluido, por ejemplo para un flujo unidireccional en la direccion z, ¥ = du/dz. Un ejemplo son
los plasticos de Bingham, donde

. T T, .
=Tyt sy S e = 5 = ks = F(9), (7.13)
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en que 7, y up se denominan esfuerzo de fluencia y viscosidad plastica, respectivamente. En
este caso se ha expresado la viscosidad como el cuociente entre el esfuerzo de corte y la tasa de
deformacion, y el resultado es dependiente de la tasa de deformacién, a diferencia del caso de
los fluidos newtonianos.

Una generalizacion de los plasticos de Bingham son los fluidos de Herschel-Bulkley:
T =Ty + Kupy", (7.14)

en que Kyp y n son el coeficiente de consistencia e indice de flujo, respectivamente. En la
figura [I2] se ven graficamente las diferencias entre estos distintos tipos de fluido.

Herschel-Bulkley

s Bingham

‘Shear-Thinning

Shear Stress, Pa

Newtonian

Shear-Thickening

Shear Rate, 1/s

Figura 12: Curvas de flujo para fluidos con distintos comportamientos reologicos

8 Transporte de momentum

Hemos revisado hasta ahora algunas aplicaciones del teorema de transporte de Reynolds,
empleando los principios de conservacién de masa y volumen. En esta seccién se revisara la
aplicacion de (4.8), empleando la segunda ley de Newton.

8.1 Aplicaciones de balances de envoltura en transporte de momentum

El teorema de transporte de Reynolds se puede utilizar, en combinacién con la segunda ley de
Newton para expresar la dinamica de fluidos.

Ejercicio 8.1 (segunda ley de Newton para en un volumen de control de fluido): Utilice la
segunda ley de Newton y el teorema de transporte de Reynolds para escribir una ecuacién
para el campo de velocidad. En particular, muestre que, para un volumen de control por el
que pasa un fluido, se cumple, la relacién vectorial

F,+F,+F,+F, = 9 / pudf2 + / pu(u-n)dA, (8.1)
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en que Fy, F-, F), y F, son las fuerzas que actian sobre el centro de masa, fuerzas de corte
(tangenciales), fuerzas de presion, y reacciones de contacto entre el volumen de control y el
medio exterior. Para ello, considere b = pu en (4.8)) (momentum por unidad de volumen).

En , el primer término del lado derecho da cuenta de la variaciéon temporal del flujo,
mientras que el segundo, denominado término convectivo, es relevante cuando el flujo transfiere
mucha energfa por su inercia comparado con la transferencia de momentum molecular, dada
por el segundo término del lado izquierdo.

Ejercicio 8.2 (ecuacion conservacion de cantidad de movimiento): Deduzca, a partir de ,
que en régimen permanente, si las propiedades del flujo en las secciones de entrada y salida se
mantienen constantes, y se pueden despreciar las pérdidas de energia en el volumen de control,
entonces se cumple que

Z Fext = PQ Us — ue) ) (8'2)
en que ug u U, son los vectores velocidad de salida y entrada, respectivamente, p es la densidad

del fluido y @) es el caudal volumétrico.

Ejercicio 8.3 (calculo de reaccién en un codo por flujo de un chorro): Suponga que se hace
incidir un chorro de agua atmosférico (de seccién constante A, conocida) con un caudal
volumétrico (QQ, en m3/s) horizontalmente sobre un deflector que hace que cambie su direccién
en un angulo 0. El deflector estd conectado a un soporte que lo mantiene fijo en posicién. Se
pide determinar la reaccién en el soporte. Para ello, considere las siguientes hipétesis:

1. El flujo es en régimen permanente
2. Puede despreciar el peso del volumen de control
3. Puede despreciar la fuerzas de roce en las paredes del volumen de control

4. Suponga que las propiedades son constantes tanto en la secciéon de entrada como en la
secciéon de salida

Resp.: R, = pQ (cosf —1); R, = & 29 gin g,

Ejercicio 8.4: Emplee el concepto de balance de envoltura para determinar el perfil de
velocidad en un canal inclinado en un angulo 6, de ancho W y largo L, donde puede despreciar
los efectos de borde en la entrada y salida. Para resolver el problema suponga que el flujo
es uniforme y unidireccional. Note que en el canal la superficie estd expuesta a la atmosfera.
Considere todas las fuerzas que actiian en un volumen de control de alto dz y ancho W ubicado
entre z = 0 y e (el espesor de escurrimiento en la zona donde el flujo es uniforme). En particular:

(a) Enuncie las condiciones de borde del problema.

Resp.: Tye(y =€) =0, u(y=0)=0.
(b) i Cuaél es el flujo convectivo neto en ambas direcciones? Resp.: 0 (;por qué?)
(c) Encuentre el perfil de esfuerzo de corte, Ty, (y). Resp.: Tyz(y) = pg(e — y) sin6.

(d) Determine el perfil de velocidad. Resp.: u(y) = &;ne (e—1%)
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(e) Determine el caudal y la velocidad promedio.
(f) Determine el flujo convectivo en x, entrante en el volumen de control.

Ejercicio 8.5: Determine ahora el perfil de velocidad para el caso del flujo en un tubo
horizontal de radio R donde se aplica un gradiente de presién Ap, conocido. Similar al caso
anterior, considere flujo uniforme en una distancia L en la coordenada axial. Responda, para
este caso, las mismas preguntas que en el ejercicio anterior.

(a) u(R) =0, y el esfuerzo de corte es finito en r = 0.

(b) 0

(d) u(r) = 3% (R* —1?)

4 A 2 A
() @ = H4: (u) = B 2.

(f) FM = 2=« fOR pulrdr.

Ejercicio 8.6: Una celda de Couette circular es un arreglo de cilindros concéntricos de radios
interior y exterior r1 y ro, respectivamente, que inducen un flujo entre ellos. Suponga que el
cilindro interior rota con velocidad angular € pero el cilindro exterior se mantiene estético.
Suponga ademés que ambos cilindros son infinitamente largos.

(a) Mediante un balance de envoltura determine el perfil de velocidad de este flujo. Ind.:
Dada la simetria, escriba un balance de torque sobre un volumen de control escogido
apropiadamente. ;Por qué no es conveniente emplear un balance de fuerzas en este
caso? Considere que, en coordenadas cilindricas, 1.9 = purdw/dr, en que w es la velocidad
angular del fluido.

C1

Resp.: ug = ~%r

w(r=mry) =0.

+ cor, con ¢1 y ¢g dados por las condiciones de borde w(r =r;) =Q y

(b) Suponga ahora que el cilindro tiene un alto L, conocido. Determine el torque que
debe ejercer el cilindro interior para mantener la velocidad angular €). Resp.: T =

473 L) [(E)Q — 1] -

8.2 Enfoque diferencial en transporte de momentum
8.2.1 Ley de Newton generalizada

Hasta ahora, la viscosidad ha sido definida en términos de un flujo de corte simple en estado
estacionario, en el cual v, es solo funciéon de y, es decir vy y v, = 0. En general nos interesan
flujos mas complicados en los cuales estan presentes las tres componentes de la velocidad y
éstas dependen de las tres coordenadas dimensionales e incluso del tiempo.

En analogia con la ley de Hooke de la elasticidad, y similar al caso de la ley de Newton-
Navier, la hipotesis més simple es decir que los esfuerzos de corte varian linealmente con la
tasa de deformacion (Stokes, 1845). Stokes supuso:
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1. El fluido es un continuo y el tensor de esfuerzos 7;; es a lo méas una funcion lineal de la
tasa de deformacion angular g ((6.29)), pero no depende de las rotaciones,

_ 1 8’[1,Z au]'
€ij = 5 <8xj + (9:1%) . (8.3)

2. El fluido es isétropo, i.e., sus propiedades son independientes de la direccion.

3. Si las tasas de deformacion son cero, debe obtenerse la condicién de presion hidrostatica.

Se puede probar que:
IL;j = —péij + Keij + Clenn + €22 + €33) (8.4)

cumple con las hipdtesis anteriores. Definiendo K = 2u y C = X (segundo coeficiente de
viscosidad), se obtiene:
IL;; = —p(sij +2pgi; + AV -, (8.5)

Notar que IT;; = II;; (tensor simétrico).
Definiendo la presiéon media, p, como:

_ Tax + Tyy + T2z

5 , (8.6)

ﬁ pu—
usando en (8.5)), se obtiene:

p:p_@)wm)v'u. (8.7)

Definiendo A = k — %,u (k se denomina wiscosidad dilatacional), se obtiene que la presion
media:

p=p—krV - u, 8.8
(8.8)

Recordemos que, de la ecuaciéon de conservaciéon de masa,

ap

9t + V. (pu) =0. (8.9)

Si p es constante, entonces el fluido es incompresible, y entonces, V -u = 0. Con esto, el tensor
de esfuerzo para un fluido newtoniano incompresible se puede escribir como:

I;j = —pdij + 2pueqj, (8.10)
= —pdi; + Tij, (8.11)

con
Tij = 2/LEZ‘]'. (8.12)

Por otro lado, se obtiene que la presion media, p (8.8) es igual a la presion termodinamica, p,
sOlo si el fluido es incompresible.
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Figura 13: Elemento diferencial de volumen empleado para la deduccién de la ecuacion de
movimiento.

8.2.2 Ecuaciéon de movimiento de un fluido cualquiera

En el caso del enfoque diferencial, no se considera un volumen de control explicitamente. En
vez, se evalian las propiedades locales del flujo. Consideremos un volumen de control de
tamarno diferencial segiin se muestra en la figura [I3]

Ejercicio 8.7: Deduzca la ecuaciéon de movimiento de un fluido cualquiera (newtoniano o no
newtoniano) empleando el teorema de transporte de Reynolds. Para ello, siga los siguientes
pasos:

(a) Escriba el teorema de transporte de Reynolds considerando como propiedad extensiva el
momentum (M -u).

(b) Demuestre que si p = p(x,t) es la densidad del fluido y e = e(x,t) es un campo escalar
(por ejemplo, una componente de la velocidad), entonces se cumple que:

DB Oe
—_— = — -Vel| dQ2 8.13
b = [ 0|5 +uve 0o, (5.13)
siempre que se cumpla la ecuacién de conservacién de la masa total:
0
8—? +V - (pu) =0, (8.14)

con u el vector velocidad y B = fQ pe dS) la propiedad extensiva asociada a la propiedad
intensiva pe. Aplique resultado definiendo e como cada una de las componentes del
vector velocidad y suponiendo que el volumen de integracion es un elemento diferencial
de volumen.

(c) Desarrolle el término de fuerzas externas considerando el tensor de esfuerzo total, I, y
las fuerzas de volumen. Concluya que

D
pD—‘; = po + V - 10, (8.15)
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en que foy representa el vector de fuerzas externas.

8.2.3 La ecuacion de Navier-Stokes

Ejercicio 8.8: Deduzca la ecuacién de Navier-Stokes para el caso de un fluido newtoniano,
incompresible:

Du

Dt

en que V? (operador diferencial laplaciano) esta definido por: V2F = 9?F/0x? + 0*F/0y* +
0°F/022.

Para ello, siga los siguientes pasos:

(a) Considere el tensor de esfuerzos de Newton, segun (8.10)).

= —Vp + plex + nV2u, (8.16)

(b) Proceda de manera similar al problema recordando que para los fluidos incompresibles,
se cumple que V -u = 0. Obtenga (8.16]).

(c) Interprete el lado izquierdo de ([8.16|) para el caso del régimen permanente. Los términos
u-Vu, u- Vv yu- Vw para las componentes x, y y z, respectivamente, se denominan
términos convectivos. ;Cudndo no son despreciables?

Ejercicio 8.9: Muestre que si la fuerza externa por unidad de volumen correspondiente al
segundo término del lado derecho de (8.16)) es constante, entonces puede escribir la ecuacion

de Navier-Stokes en términos de un gradiente de presion motriz, Vp, donde
D
pD—Z‘ = —Vp+ pViu (8.17)

;Cuél es la expresion de p?

Ejercicio 8.10: Expanda el lado izquierdo de (8.16|) e identifique el término transiente y los
términos convectivos. Asimismo, expanda el lado derecho, y demuestre que para la componente
1 de la ecuacién, se tiene:

ou; 0 Ou; Ou; 1 0p

(7 _ _Ltop '
ot +UIax1+UQa$2+U38I’3_ paxi+fext,1+y<

aQUi aQUi aQUi
8.18
Ox? * Ox3 * 83:%)’ (8.18)

donde se define v = u/p como la viscosidad cinemética del fluido.

8.3 Capa limite

El concepto de capa limite es fundamental para entender la aparicién de la turbulencia y el
mecanismo de disipaciéon de energia en fluidos en contacto con cuerpos sélidos u otros fluidos.
Por ahora consideraremos que una capa limite es una estructura de flujo larga y delgada
adyacente a una pared solida con un borde de ataque.

Ejercicio 8.11: Mediante un balance de fuerzas, y empleando el teorema de transporte de
Reynolds aplicado al problema de conservacién de masa y momentum, muestre que si se tiene un
volumen de control con una placa induciendo un perfil de velocidad paralelo a ésta (Figura ,
entonces debe aparecer una fuerza neta sobre la placa. Determine ésta en funcién del perfil de
velocidad en términos de la velocidad aguas arriba de la placa, u, y del espesor de la zona
donde existe un gradiente de velocidad, ¢.
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Figura 14: Volumen de control para el calculo de la fuerza sobre la placa.

8.3.1 Hipoétesis de capa limite

Los flujos de capa limite son largos y delgados. En términos de escalas, se tendréa que si x es la
coordenada longitudinal (paralela a la placa) e y es la coordenada normal a la placa, entonces:

x~X (8.19)

y ~ 9, (8.20)
y ademas,

0

X < 1. (8.21)

Esto quiere decir que cerca del borde de ataque las aproximaciones de capa limite no tienen
sentido. Por otro lado, se puede considerar como escala de velocidad para las aproximaciones
de capa limite la velocidad aguas arriba de la placa, U (constante), de donde,

u~ U (8.22)

Ejercicio 8.12: Empleando deduzca (8.19), (8.20) y (8.22) junto con la ecuacién de con-
tinuidad en dos dimensiones, deduzca que la escala para la velocidad en el eje y, v es
Ué

~ . 2
v~ (8.23)

8.3.2 Capa limite laminar

Ejercicio 8.13: (a) Para un flujo bidimensional con componente principal en la direccién x,
use la ecuacién de Navier-Stokes en dos dimensiones y régimen permanente y continuidad
junto con las escalas par las aproximaciones de capa limite dadas por , ,
y , para deducir las ecuacién de capa limite laminar en el eje x:

ou n ou 10p 0%u

U—+v—=———F+v—.

Ox Oy pOx Oy?

. Cudl es la escala que debe tener la presién? Deduzca ademas que, si los términos de
esta ecuacién son del mismo orden, necesariamente se debe cumplir que

5 ox VX (8.25)

(8.24)
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o, equivalentemente,

K3 1
X Rex’

(8.26)

con Rex =UX/v.

(b) Escriba la ecuacién de Navier-Stokes en el eje y y, a partir de aproximaciones de capa
limite, deduzca que la presién no varia significativamente en una coordenada x fija.
Muestre ademas que, en términos adimensionales, se tiene que

L [(;)1 | 5.27)

donde p* = p/P e y* = y/J, con P la escala de presién determinada anteriormente.

Ejercicio 8.14: Considere el estanque de la Figura[I3 de ancho W, alimentado desde la parte
superior con un liquido de densidad p, viscosidad dindmica p y un caudal volumétrico Q9. En
su parte inferior, el estanque cuenta con un orificio de descarga, con una profundidad igual a W
y un ancho eg. Suponga que para la descarga se puede emplear la ley de Torricelli (v = /2gh,
en que g es la magnitud de la aceleracion de gravedad y h la altura de liquido en el estanque).
El liquido descarga a la atmosfera, segiin se muestra en la figura. Se pide:

(a) Determinar el ancho del orificio (eg) para que la altura hg se mantenga constante si el
caudal )y de entrada de liquido también es constante.

Se requiere estimar el ancho del chorro de salida (laminar) a una altura x > x1, segin se
muestra en la figura. Note que el flujo de descarga no es uniforme (esto es, du/dx # 0 para
0 < ). Por otro lado, se ha fotografiado el ancho del chorro en la posicién x = x1 (figura ,
por lo que el dato e(xz = x1) = e; es conocido. Despreciando el esfuerzo de corte entre el chorro
v el medio exterior (aire), asi como la tension superficial del liquido, se pide:

(b) Mostrar, apoyandose en la ecuacién de continuidad en dos dimensiones, que si u(x >
x1) ~ u(x), entonces v ~ 0.

(¢) Determinar la presién al interior del chorro. Apdyese en el resultado de la parte anterior
y en las ecuaciones de Navier-Stokes o bien utilice argumentos de capa Iimite.

(d) Encontrar una ecuacion diferencial ordinaria para la velocidad longitudinal del chorro
u(x), indicando las condiciones de borde para resolverla.

(e) Determinar el ancho del chorro, e = e(x) para el caso limite p = 0.
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Qo profundidad W

densidad p
visc. din. p
orificio (ancho ep)

to = V2l \

1Tt

P = Pa

Figura 15: Problema propuesto.
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