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En esta nueva parte del curso, comenzaremos a estudiar los espacios
topolégicos, la base de todo el Analisis Matematico.

La idea de las topologias es capturar, de la forma mas simple posible,
formas y figuras de conjuntos, sobre la base de que las formas estan
codificadas en la cantidad de subconjuntos abiertos que posee el
conjunto.



Definicion. Sea X # 0 un conjunto, y 7 C Z?(X) una familia no vacia de
subconjuntos de X.

Diremos que 7T es una topologia sobre X si se cumplen
1. Oy X estan en T;
2. si A,B € 1, entonces ANB € 71;

3. si (A2)ren C 7 es una familia arbitraria, entonces Uy cpAj € 7.

Los elementos de 7 se llaman abiertos, y (X, 7) espacio topolégico.

La interseccién en el punto 2 se puede reemplazar por cualquier familia
finita de abiertos, pero no por una numerable. Ejemplo:
An:=(—21,1) que intersectan {0}, que no es abierto en R.



Ejemplos de topologias:
1. En cualquier X, 7:={ 0,X} es topologia (la grosera o indiscreta, o

mas pequefia en el sentido de la inclusién).

2. En cualquier X, 7:= (X) es la llamada topologia discreta de X, |a
mas grande posible topologia sobre X.

3. En X ={0,1}, 7:={0,{0}, X} es la llamada topologia de Sierpinski,
muy atil en contraejemplos.



Ejercicios. Sea X # 0 conjunto.

1. Si (73)aen es una familia de topologias sobre X, entonces Ny AT,
también es topologia en X (la mas grande incluida en cada 1y).

2. Por qué lo anterior no contradice el ejemplo de interseccion
numerable de abiertos?

3. La unién de topologias no es necesariamente topologia (dé un
ejemplo).

4. Por qué lo anterior no contradice la propiedad topolégica de unién
arbitraria de abiertos?



Ejemplo importante. En R, definimos la topologia canénica 7. como
A€ 1. < paratodo x € A, existe € >0t.q. (x—¢&,x+¢€) CA.

(A es abierto si en cada punto x de A es posible incluir un intervalo
abierto, incluido en A.)

Veamos que 7. es topologia:

1. Oy R estan en 7.; OK.
2. si A B € 1., entonces ANB € 1.;
3. si (A)ren C 7c, entonces Uy cp Ay € Te. OK.

Veamos 2.



PDQ: si A,B € 1., entonces ANB € 1.
Si x € AN B, entonces estd en Ay en B.

Para A, tenemos (x —€a,x+ €4) C A. Para B, tenemos
(x—eg,x+€g) CB.

Tomando € := min{€a, e}, tenemos (x —&,x+€) C AN B, lo pedido.

Definicién. Dado X #0 y 11, > topologias sobre X, diremos que 7; es
mas fina que 7 si se tiene 75 C 73. (Igual que con las particiones en
sumas de Riemann.)

Ejemplo. Siempre 7, = Z(X) es mas fina que cualquier otra topologia
sobre X.



Mas ejercicios. En X =R, sean

T, = { ACR : Yx€ A,3e>0tq. (x—&,0)C Al
(abiertos semi-infinitos hacia infinito), y

T_:={ACR : Vx€ A Je>0t.q. (—o,x+¢)C A},
(abiertos semi-infinitos hacia menos infinito).

Probar que 7. C 7. y 7- C 7 (7. topologia canénica de R), y que
T4 NT_ = T, (topologia grosera de R).



Definiciéon. Sea X no vacio y &7 C Z(X). Denotaremos por o(</) a la
topologia inducida por <7, es decir la interseccién de todas las
topologias que contienen a «7:

o(/):=n{t : Ttop.en X, &/ C 1}

Ademass, es la topologia menos fina (mas pequefia) que contiene a &/
(ejercicio).
Por ejemplo,

1. Si & =7 es topologia en X, o(7) =T,

2. Si o/ ={0,{0}} en X ={0,1}, entonces sélo {0,{0},X} y £(X)
son las topologias que contienen a 7. Luego,

o(«)={0,{0},X} = Sierpinski.

3. o(ty Ut-) =1 (ejercicio).



Ultimo ejemplo: En X =RY, la topologia canénica de CVV:
7. ={ACR? : ¥xec A Je >0tq. B(x,e) C A},

donde B(x,¢€) son las bolas abiertas

B(x,e):={ycR? : |x—y|<e}, |z:=

Notar que 7. equivale a 7, donde
f.:={ACR? : Vxc A,Je>0tq. B(x,e) C A},
y donde B(x,€) son las bolas cerradas
B(x,e):={yeR? : [x—y|<e}.

Esto viene de las desigualdades B(x,€) C B(x,e) C Ay
B(x,€/2) C B(x,€) C A.



Definicion. Dado X conjuntoy d : X x X — R funcién, diremos que d es
distancia o métrica si se cumple para cualquier x,y,z € X

d(x,y) >0y d(x,y)=0 = x=y.
- d(x,y)=d(y,x).
L d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).
El par (X, d) se denomina Espacio Métrico.



Ejemplos:
1. X=R9 con d(x,y) :=|x—y|.

2. X cualquiera con d(x,y):=0si x=y,y d(x,y)=1si x#y.
(Verificar!)

3. Cualquier espacio vectorial normado (ver préximo slide).

Veremos mas ejemplos avanzando en este capitulo.



Un caso particular de espacio normado lo da el Espacio vectorial
normado. Si X es e.v. sobre un cuerpo K (R o C), una norma sobre X
es una funcién

Il X = R,
tal que para todo x,y € X, A € K,
1. |Ix|]| >0,y |x||=0ssi x=0.
2. [Axl = &I
3. eyl < el + Iyl
Cada norma induce una distancia dj.(x,y) := ||x —y||.
A (X,]|- ) se le denomina Espacio Vectorial Normado (evn).

Ejemplo clasico: X =R? con ||x| := |x| (norma Euclideana).



Todo espacio métrico (X, d) posee una topologia asociada, denominada
topologia métrica, definida como

Tgist . ={ACX : V¥xeAJe>0t.q. By(x,e) C A}

Aqui,
Ba(x,€) ={yeX : d(x,y) <e}.

(igual que en RY!)



Préximo video. Topologias 2: bases de abiertos.



