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Habiamos visto la nocién de topologia:

Definicion. Sea X # 0 un conjunto, y 7 C Z?(X) una familia no vacia de
subconjuntos de X.

Diremos que T es una topologia sobre X si se cumplen
1. Oy X estan en 7;
2. si A,B €1, entonces ANB € ;

3. si (Ap)ren C T es una familia arbitraria, entonces Ujcp Ay € T.

Los elementos de 7 se llaman abiertos, y (X, 1) espacio topolégico

(e-t.).



Ejemplos de topologias:

1. En cualquier X, 7:={ 0, X} es topologia (la grosera, o mas pequefia
en el sentido de la inclusién).

2. En cualquier X, 7:= 2(X) es la llamada topologia discreta de X, la
mas grande posible topologia sobre X.

3. En X ={0,1}, 7:={0,{0}, X} es la llamada topologia de Sierpinski,
muy atil en contraejemplos.

Definicién. Dado X # 0 y 11, 7> topologias sobre X, diremos que 7; es
mas fina que 7 si se tiene 72 C 73. (Igual que con las particiones en
sumas de Riemann.)

Ejemplo. Siempre 7, = Z(X) es mas fina que cualquier otra topologia
sobre X.



Ejemplo importante. En X =R, la topologia canénica de CVV:
7. ={ACR? : ¥xec A,Je>0tq. B(x,e) C A},

donde B(x,¢) son las bolas abiertas

B(x,e):={yeR? : |x—y|<e}, |z|:=

(A es abierto si en cada punto x de A es posible incluir una bola abierta,
incluida en A.)



Definicion. Sea X no vacio y &/ C ?(X). Denotaremos por o(</) a la
topologia inducida por &7, es decir la interseccién de todas las
topologias que contienen a &:

o(«):=n{t : 7Ttop.en X, &/ C 1}.

Ademass, es la topologia menos fina (mas pequefia) que contiene a </
(ejercicio).

Definicion. Dado X conjuntoy d : X x X — R funcién, diremos que d es
distancia o métrica si se cumple para cualquier x,y,z € X

d(x,y) =0y d(x,y) =0 = x=y.
- d(x,y) =d(y,x).
L d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).
El par (X, d) se denomina Espacio Métrico.



Ejemplos:
1. X =R? con d(x,y) = |x—y]|.
2. X cualquiera con d(x,y):=0si x=y, y d(x,y)=1si x #y.
(Verificar!)

Espacio vectorial normado. Si X es e.v. sobre un cuerpo K (R o C),
una norma sobre X es una funcién

- X =R,
tal que para todo x,y € X, A € K,
1. |Ix]l >0,y |x||]=0ssi x=0.
2. Al = 1A llx].
3. lxyll < lxll+ Dyl
Cada norma induce una distancia dj.|(x,y) := [[x — y||.
A (X,]|- ) se le denomina Espacio Vectorial Normado (evn).

Ejemplo clasico: X = R9 con ||x|| := |x| (norma Euclideana).



Todo espacio métrico (X, d) posee una topologia asociada, denominada
topologia métrica, definida como

Tgist . ={ACX : V¥xeAJe>0t.q. By(x,e) C A}

Aqui,
Ba(x,€) ={yeX : d(x,y) <e}.

(igual que en RY!)



Otro ejemplo importante. Sea X = C([0,1],R) el espacio de funciones
f:]0,1] — R continuas en [0,1]. Para f € X, definimos la norma
infinito, o norma del supremo, como

[Iflle:= sup |[f(x)]= maxxe[071]|f(x)|.
x€[0,1]

Entonces (X, || - ||~) es evn (ejercicio, usar que |-| ya es norma).

La métrica asociada a la norma || - || viene dada por

deo(f,8) = || — gl

La topologia 7. asociada a esta métrica se denomina topologia de la
convergencia uniforme.



Definicion 1. Sea (X,7) e.t.
Una sub-familia .7 C 7 se dice sub-base de 7 si
7 =o0(),
(es decir, o es generador de 7, o 7 es la topologia menos fina (mas
chica) que contiene a 7).
Ejemplos.

1. En R?, o := {rectas} son tales que o(&) = Z(R?) = 14 (la
topologia discreta de R?). (Hint: y € A abierto lo obtengo como
interseccién finita de rectas que pasan por y, luego A lo obtengo como
unién arbitraria de y € A).

2. En R2, si o := {rectas horizontales}, entonces (Ejercicio!)

o(#)={RxB : BCR}.

o () se calcula como: & +— Ny = Uapp > Nin = Ugpp >+ -



Definiciéon 2 muy importante. Sea (X, 1) e.t.
Una sub-familia % C 7 se dice base de abiertos de 7 si cualquier abierto
A € 7 se puede escribir como unién de elementos de %, esto es,

H(B/);G/ C 2 tales que A=U;¢B;.

Ojo, los B; son necesariamente abiertos!
Ejemplos.

1.EnR, #:={(a,b) : a,b€R, a< b}, lafamilia de intervalos
abiertos reales, es una base para 7.. Hint: A abierto, x € A, entonces A
contiene un intervalo centrado en x (miembro de %); luego unir
arbitrariamente sobre x € A.

2. Otra familia que es base de abiertos en R es
B:={(a,b) : a,b€Q, a< b}. Para ello, basta notar (por qué?) que
todo intervalo (x,y) se puede escribir como

(Xay):UneN(anabn); an, bn €Q,

y con a, — x, b, — y. Ojo que % es numerable! Eso sers muy
importante después.



3. En X =R9, Z dada por

%::{B(x,;) - xeQf, n:1,2,...}

es una base numerable de abiertos de 74 de RY. (verificar!)
4. En X cualquiera, con 14 = (X) su topologia discreta, % dada por
#B:={ {x} : xe€ X} ={singletons}

es la base de abiertos mas pequefia para 74 (por qué?)



Vamos a empezar a probar propiedades.
Proposicion. Sea (X, 1) e.t. y # C 1. Son equivalentes:
1. 2 es base de abiertos en 7,
2. Paratodo A€ 1, si x € A, entonces existe Be€ %A con x € BC A.
(muy atil!)
Demostracion.

1) = 2) Sea A€ T novacia, y x € A. Como A= Uj¢B;, con B; € #
(por ser base), entonces para algin j, x € Bj C A. OK.

2) = 1) Sea A€ 7 no vacia. Para cada x € A, existe B, € & con
x € By C A (Ax. Eleccién). Entonces

A= UXEA{X} - UXEABX CA.

Esto prueba el resultado.



Otro ejemplo importante. Sea X = C([0,1],R). Definamos, para
A C [0,1] de cardinal finito (|JA| < +), e>0y f € X,

Viae ={geX : |[f(x)—g(x)| <&, VxeA}l
Finalmente, sean
B={ Viae : AC[0,1], |A| <+, €>0y f € X}
y T dada por

o(AB)=1
={UCX :VfeU, JAC[0,1], |A| < +o0, €>0
t.q. Vf7A,8 - U}

Entonces 7 es topologia en X para la cual # es base de abiertos.



T es topologia.
1. 0, X abiertos: propuesto.
2. Interseccién finita: Sean U,V € 1,sea W:=UNV. PDQ W e 1.

Sea f € W, luego estd en Uy V. Como U,V son abiertos, existen
ey,ey >0, Ay, Ay subconjuntos finitos de [0,1], tales que

Vf,Au,EU g Ua Vf,A\/,SV g V

Luego, si
A:=AyUAy, €:=min{ey,ey},

entonces
Viae={geX : |f(x)—g(x)|<e, VxeA}

satisface Vipe C Vf-,AU-EU' Viae C Vf-,Av-,Ev' Finalmente,
Viae € Vraye, N Vraye, CUNV =W, lo pedido.



3. Unién arbitraria. Propuesto (no es dificil, sélo notar que si
Viae C Uy, entonces Vi ae CUyU,).

4. % es base de abiertos. PDQ todo abierto U € 7 se describe como
unién de tipos de la forma V¢ 4.

Sea U € 7. Luego, para cada f € U, existen Ar, ¢ tales que Vi o, ¢, C U.
Pero {f} C Vr a, ¢ luego, U =Urcu{f} CUrcuVrape C U.

Luego, U se escribe como elementos V¢ 4, de &.



Proximo video. Topologias 3: Bases de vecindades.



