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Habiamos visto la nocién de topologia:

Definicion. Sea X # 0 un conjunto, y 7 C Z?(X) una familia no vacia de
subconjuntos de X.

Diremos que T es una topologia sobre X si se cumplen
1. 0y X estan en 7;
2. si A,B €1, entonces ANB € 1;

3. si (A2)ren C 7 es una familia arbitraria, entonces Uy cp Ay € T.

Los elementos de 7 son abiertos, y (X, 7) espacio topolégico (e.t.).

Definicién. Dado X conjuntoy d: X x X — R funcién, diremos que d es
distancia o métrica si se cumple para cualquier x,y,z € X

d(x,y)
2. d(x,y) = d(y,x).
3. d(x,y) <

)

>0y d(x,y)=0 = x=y.

d(x,z)+d(z,y).

d) se denomina Espacio Métrico.



Un caso particular de espacio normado lo da el Espacio vectorial
normado. Si X es e.v. sobre un cuerpo K (R o C), una norma sobre X
es una funcién

Il X = R,
tal que para todo x,y € X, A € K,
1. |Ix|]| >0,y |x||=0ssi x=0.
2. [Axl = &I
3. eyl < el + Iyl
Cada norma induce una distancia dj.(x,y) := ||x —y||.
A (X,]|- ) se le denomina Espacio Vectorial Normado (evn).

Ejemplo clasico: X =R? con ||x| := |x| (norma Euclideana).



Recuerdos-Definiciones. Sea X no vacio y & C Z(X). Denotaremos
por o(<7) a la topologia inducida por 7, es decir la interseccién de
todas las topologias que contienen a .-

o(#):=n{t : 7Ttop.en X, & C1}.

Ademass, es la topologia menos fina (mas pequefa) que contiene a 7.

Definicion 1. Sea (X, 7) e.t. Una sub-familia o7 C 7 se dice sub-base de

T si
T =0(),

(es decir, o es generador de 7, o 7 es la topologia menos fina (mas
chica) que contiene a 7).

Definicion 2 muy importante. Una sub-familia & C 7 se dice base de
abiertos de 7 si cualquier abierto A € T se puede escribir como unién de
elementos de 4, esto es,

H(B;),‘E/ C & tales que A= U B;.

Ojo, necesariamente T = (%), por qué?



Proposicion. Sea (X, 1) e.t. y 28 C 1. Son equivalentes:
1. A es base de abiertos en T,

2. Paratodo A€ 1, si x € A, entonces existe B € % con x € BC A.
(muy atil!)

Otro ejemplo importante. Sea X = C([0,1],R). Definamos, para
A C[0,1] de cardinal finito (|JA| < +), e>0y f € X,

Viae={geX : |f(x)—g(x)|<e, VxeA}
Finalmente, sean
Bi={ Vipe : AC[0,1], |A| <+, e>0y f € X}.
y T dada por

o(B)=1:={UCX : VfeU, IACI0,1], |A| <+, >0
t.q. Vrae C U}

Entonces 7 es topologia en X para la cual % es base de abiertos.



Definicion 3 muy importante. Sea (X,7) e.t. y x € X.

Un conjunto N (no necesariamente en 1) se dice vecindad de x si existe
Acttalquexe ACN.

Denotamos A5 := {N C X : N es vecindad de x} al conjunto de
vecindades de x fijo.

Ejemplos.
1. En R?, N = B(x,€) y N = B(x,€) son vecindades del punto x.
(A= B(x,¢€) sirvel!)

2. En X ={0,1} con la topologia de Sierpinski s := {0,{0}, X},
N =1{0} y N = X son vecindades del 0, pero N = X es la Gnica vecindad
de 1 (por qué?).

3. Si X = C(]0,1],R) con la topologia uniforme,

N={feX : |[f|]le <1} es vecindad del origen, porque contiene al
abierto {f € X : [|f]le <1/2} = B(0,1/2).

4. En R?, una recta que pasa por el origen NO es una vecindad del

origen.



Teorema. Sea (X, 7) e.t. Entonces A C X es abierto ssi es vecindad de
todos sus puntos.

Demostracion.

— SiAetyx€eA N=Aes vecindad de x pues contiene al abierto
A mismo.

<— Sea x € A. Como A € 44, existe ©y abierto tal que x € ©, C A.
Luego,

A= UXEA{X} - UxeAex CA.

Como A es unién de abiertos, esto prueba el resultado.



Propiedades de las vecindades. Sea (X, 1) e.t. y {45 }xex la familia
de vecindades de X. Entonces

1. Paratodo x e X, X € 4.

2. Si Vi, Vb € 44, entonces ViN Vs € .
3. SiVe sy VCW, entonces W € .
4

. Si V € 44, entonces existe W € 45 tal que x € W C V y ademas
W € A4, para cada y € W (W abierto!).

Demostracion. Ejercicios, excepto 2.
Intentemos 2:

Si Vi, Vo € A4, existen abiertos Uy, U, € T talesque x e Uy C Vy y
x € Uy C V5. Entonces U; N U, es abierto (por quélll) y

xeUinb, CUINV,CViNVs.

Listo.



Otro ejercicio. Sea X conjunto no vacio y (A%)xex una familia de
elementos en &(X) tal que satisfacen 1, 2, 3y 4 en el slide anterior.

Entonces existe una dnica topologia 7 en X que hace a cada ./; la
familia de vecindades de x € X.

Mas aln, A es abierto en 7 ssi para cada x € A, se tiene A € 45 (ésta es
la def. de la topologia).



Definicion. Sea (X, 1) e.t. y x € X. Una familia B, C .44 se dice base
de vecindades de x si para cada V € 14 se tiene que existe B € B, tal
que BC V.

Ejemplos.

1. En RY, (B(x,1))n=1y (B(x,2))n>1 son bases de vecindades de un
punto x € R fijo.

(Si Vi es vecindad de x, contiene un abierto B(x,€), de donde si n es
grande B(x, 1) C B(x,€) C V4.)

2. Si X = C([0,1],R) con la topologia uniforme,

Bo={f€X : |[flle <%}n>1 es base de vecindades del origen.

Ambas bases de vecindades son numerables, ojo a eso!



Propiedades de las bases de vecindades. Sea (X,7) e.t. y B« base de
vecindades de cada x € X. Entonces

1. Para todo B € By, x € B.

2. Para cualquier By, B, € By, existe B € B, tal que B C BiNBs.

3. Si B € By, existe B’ € B, con la siguiente propiedad: si y € B/,
existe B” € B, tal que B” C B.

Demostraciones. Recordar que B C .4#5 es base de vecindades si para
cada V € 44 se tiene que existe B € B, tal que BC V.

1. Directa.

2.Si B1,Bs € B C Ny, V:= BN By € A, luego, existe B € B tal que
BCV=BNBkBs.

3. Ejercicio.



Ejemplo. Si X =R con la topologia canénica 7., tomemos la base de
vecindades By := (B(x,1))n>1.
1. x € B(x, 1), directo.

).
2. Para B(x %)y B(x, )B B(x
B(va) ( 7#)
)

,m+ —) esta incluida en

3.Si B=B(x podemos tomar B’ := B(x 74n) B" = B(yvfln)'
En efecto, si y € B(x ,4,,) entonces |x —y| < . Por otro lado, si
ZEB()’“;,,)v z— y|<4n,ypor ende
ex<lz—yl4ly M <7t =
z—x|<|z— X< —a4 - - =
yimy == 4n 2n

Luego, B” = B(y, 4n) C B =B(x, )



Teorema. Para cada x € X, sea B« una familia de subconjuntos de
P(X), tal que

1. Paratodo B e By, x€ B.

Para cualquier By, B, € By, existe B € By tal que B C B1 N Bs.

[SSIE )

Si B € By, existe B’ € By con la siguiente propiedad: si y € B,
existe B” € B, tal que B” C B.

Entonces existe una Gnica topologia 7 para la cual B« es la familia de
vecindades de cada x.

Esta topologia se caracteriza como sigue:
A€t <= Vxe€ A dBe B tq. BCA

Demostracién: Préxima clase.



