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Vamos a ver ahora nociones estandar de topologia (algunas de ellas ya
vistas por ustedes). Sea (X,7) e.t.

Definicion. Dado un conjunto A C X, su interior, denotado int(A), es
el mayor abierto contenido en A, o bien, la unién de todos los abiertos
contenidos en A.

Ejemplo. En RY, int(B(xo,r)) = B(xo,r) e int(B(xo,r)) = B(xo,r).
Ejercicios.
l. xe€int(A) < FIVeMtq VA<= Ac ;.
2. A es abierto ssi A= int(A).
int(int(A)) = int(A).
AC B = int(A) Cint(B).
int(0) = 0; int(X) = X.
int(AN B) = int(A)Nint(B).
int(A)Uint(B) C int(AUB).
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Definicion. Sea (X, 1) e.t. y F C X. Diremos que F es cerrado si F€ es
abierto. Denotamos % al conjunto de cerrados de la topologia 7.

Ejemplos. En RY,
1. B(xo,r) no es cerrado.

2. B(xo,r) es cerrado, pues B(xp,r) = {|x —xo| > r}°.

Proposicion. (Ejercicio) Se tienen
1. X,0€ 7.
2. La unién finita de cerrados es cerrado.

3. La interseccién arbitraria de cerrados es cerrada.



Definiciéon. Dado un conjunto A C X, su cerradura o adherencia,
denotado A o adh(A), es el menor cerrado que contiene a A, o bien, la
interseccién de todos los cerrados conteniendo a A.

Ejemplo. En RY, adh(B(xo,r)) = B(xo,r) y adh(B(xo,r)) = B(xo,r).

Ejercicios.

1.

S R

int(A) C A C adh(A).

x € adh(A) <= VYV e A5, VNA#O.
A es cerrado ssi A= adh(A).
adh(adh(A)) = adh(A).

AC B = adh(A) C adh(B).

adh(0) = 0; adh(X) = X.

adh(AN B) C adh(A)Nadh(B).
adh(A)U adh(B) = adh(AU B).



Definicién. Dado un conjunto A C X, su frontera, denotado Fr(A), es
el conjunto Fr(A) := adh(A)\int(A).
Ejemplos. En RY,

1. Fr(B(xo,r))=S(x0,r):={y € R . ly —xo| = r}.

2. Fr(B(xo,r)) = S(xo,r).

Ejercicios.
l. xe€Fr(A) < VWV ey VNALDY VNAS£0.
Fr(A) = adh(A) N adh(A°).
adh(A) = AUFr(A).
int(A) = adh(A)\Fr(A).
(adh(A))€ = int(A°).
(int(A))€ = adh(A°).
adh(A) = (int(A))¢.
int(A) = (adh(A))c.
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Definicion. Dado un conjunto D C X, diremos que D es denso en X si
adh(D) = X, o bien, para cualquier A€ 1, AND #0.

Ejemplos.

1. En R con la topologia habitual, Q@ y R\Q son densos en R.

2. En R con la topo. discreta, si D es denso en R, D = R.

(Si x € R, {x} es abierto. Como D es denso, DN {x} # 0; luego
xeD.)

3. Cuales son los densos de R con la topologia grosera?



Definicion. Sea (X,7) e (Y,0) e.t.s. Diremos que f : X — Y es
continua en X € X si

YW e Mz, 3VeEM tq f(V)CW.

(Ve>0,36 >01tq |x—X| <0 = |f(x)—f(X)|<e.)
Diremos que f es continua en X si lo es en cada punto de X.

Teorema. Sea (X,7) e (Y,0) e.t.s. Entonces f : X — Y es continua ssi
la preimagen de todo abierto en Y es abierto en X:

YWeo, f1(W)er.

Ejemplos. Si f : RY — R es dada por f(x) := x|,
f1((1,2)) = {1 <|Ixl < 2} = B(0,2)\B(0,1).



Demostracién.

(== Supongamos f continua y sea B € 6. Probemos que f~1(B) €,
es decir, es vecindad de todos sus puntos.

Sea x € f1(B), luego f(x) € B. Como B es abierto, es vecindad de f(x).

Usando que f es continua, existe A € .45 tal que f(A) C B. Es decir,
AC f1(B).

Como A es vecindad de x, f~1(B) también lo es. Esto es, f 1(B) es
vecindad de todos sus puntos. OK.



Demostracion (cont.)

(<= Supongamos f~1(B) € 7 para cualquier B € 6. Probemos que f
es continua en X € X arbitrario.

Sea x € X y W vecindad de f(x). Luego, existe B abierto en o tal que
f(x)e BCW.

Luego, X € f1(B), que es abierto en T por hipétesis, y es vecindad de X.

Sea A:= f1(B) vecindad de x. Entonces f(f 1(B))C BC W
(ejercicio), lo que prueba el resultado.



Corolario (ejercicio). Entonces f : X — Y es continua ssi la preimagen
de todo cerrado en Y es cerrado en X:

Proposicion. Si f : (X,7) — (Y,0) es continua en X € X, y
g:(Y,0)—(Z,0) es continua en y = f(X), entonces gof es continua
en X.

Corolario (ejercicio). La composicién de funciones continuas es
continua.



Proposicion. Si f: (X,7) — (Y,0) es continua en X € X, y
g:(Y,0)—(Z,0) es continua en y = f(X), entonces gof es continua
en X.

Demostracion. Sea W € .43, con z = g(f(x) = g(¥). PDQ existe U e
tal que g(f(U)) C W.

Como g es continua en y, existe V € .45 tal que g(V) C W.

Como f es continua en X, existe U € 45 tal que f(U) C V.

Luego, existe U € 7 tal que g(f(U)) C W. OK.

Observacion. Sea f : (X,7) — (Y, 0) continua dada. Si agrandamos 7
(mas fina) o achicamos ¢ (menos fina), f sigue siendo continua.



Topologias inducidas por funciones. Muy (tiles en aplicaciones!
(topologias débiles, cuocientes, espacio producto, etc.)

Definicion/Proposicion 1. Topologia Inversa. Sea f : X — (Y, 0), con
(Y,0) e.t. Entonces

t:={fYB) : Beo}

es topologia, denotada topologia inversa inducida por f. Mas ain, es la
topologia menos fina (mas chica) que hace que f sea continua.



Demostracién:

1. 0,X € t. Ejercicio.

2. Interseccién finita. Si A;, A, €7, Ay =f 1(B1) y Ay = f (B,) para
ciertos By, B> € 0. Entonces BiN B, € 0 y se tiene

ANAy=fYB)NF (B =fYBiNBy).

Luego, A1NAz € 7.
3. Unién arbitraria. Ejercicio.

4. La menos fina que hace f continua. Claramente f es continua pues
por definicién f~(B) € 1, para B € o.

Ademas, si T es otra topo en X que hace f continua, entonces
f~1(B) € 7 para cada B € . Luego, T C %.



Definicién/Proposicion 2. Topologia Directa. Sea 7 : (X,7) — Y, con
(X, 1) e.t. Entonces

c:={BCY : f}B)ert}

es topologia, denotada topologia directa inducida por f. Mas ain, es la
topologia mas fina (mas grande) que hace que f sea continua.

Observacion. Si 7= Z(X), entonces 6 :={0,Y} hace f : X = Y
continua.



Demostracion:
1.0,Y € o. Ejercicio.

2. Interseccion finita. Ejercicio.

3. Unién arbitraria. Sean (A;),cn C 0. Entonces f1(A;) € 7. Luego,
FH(UreaM) = Uaaaf H(Ar) € 7.

Luego, Uy cpAy € 0.

4. La mas fina que hace f continua. Claramente, para cada B € o,
f~1(B) € 1 por definicién. Luego, f es continua.

Ademas, si G es otra topo en Y que hace f continua, entonces
f~1(B) € © para cada B€ 6. Luego, B€ 0, estoes, 6 C 0.



Definicion 3. Topologia Traza. Sea (X, 1) e.t. y Z C X. La inyeccién
I7:Z—(X,7), Iz(x)=x,

induce en Z la siguiente topologia inversa (denominada topologia traza
de X sobre Z)

rz::{/gl(A) cActl={ZnA : Act}.

Observaciones. 1. Ojo que ZN A es abierto en Z, pero no en X
necesariamente!!!!

Por ejemplo, (—a,a)N[0,00) = [0, a) es abierto en Z = [0, ) pero no en
R (con la top. candnica).

2. Las vecindades de z € Z son de la forma ZNV, con V € A4(1) y
algiin x € X.

3.(Z,7 Z) se llama subespacio topolégico de (X, 7).



Definicion 4. Topologia Cuociente. Sea (X,7) e.t. y % una relacién de
equivalencia sobre X.

Denotemos por X/Z :={[x] : x € X} al espacio cuociente (o de clases
de equivalencia).

Tenemos que la funcién
[]1: (X,7) = X/2, x—][x],

induce sobre X /% una topologia directa (llamada topologia cuociente),
denotada t/Z.

Por definicion, tenemos que B € 1/% (un subconjunto de clases de
equivalencia) ssi [-]71(B) € 7. Esto es,

{xeX : [x]eB}er.

Préximo video. Topologia producto. Axiomas de separacién.



