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Redes y convergencia (recuerdo).

Definicion 1. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que A es dirigido si para cada o, 3 €\, existe yeAcon a <yy f <.
Ejemplos.

1. (N, <) y (R, <) son dirigidos.

2. Sea (X,7) y x € X dado. Entonces A = 44 con el orden

V< W <= W C V (inclusién inversa) es dirigido.

Definiciéon 2. Sea X conjunto y (A, <) un conjunto dirigido. Una red es
una funcién x: A — X.

Notacién: x = x(1) pero es mejor x = (x3 )zen-

Obs. Si A =N, las llamamos sucesiones.



Definicion 3. Sea (X, ) e.t. Diremos que la red (x3)en € X converge
axeX,si

VVeud;, FAeEN tg. A=A = x V.

Obs. Si X no es Hausdorff, el limite puede no ser anico.
Teorema 1. Si (X, 1) es Hausdorff, entonces toda red (x))aen
convergente posee un @nico limite.

Teorema 2. Si (X,7) ese.t. y AC X, entonces x € adh(A) ssi existe una
red (x3)2en € A con x3 — X.

Teorema 3. Si (X,7) y (Y,0) sonet.y f: X — Y funcién, entonces f
es continua en X € X ssi

Vx, = X, f(x)— f(X).



Definiciones.
1. Sean A, © dos conjuntos dirigidos. Diremos que (yp)gco es una subred
de (x1)ren si

1. Existe F:© — A funcién con F(8) = A (i.e., yo = xF(s))-

2. Para todo A € A, existe 8 € © tal que para cualquier 8’ > 0,
F(6') > A.

2. Sea (x3)aen una red en (X, 7) e.t. Diremos que X € X es punto de
acumulacion de (x; )jcp si para cualquier V € 45, y para cualquier
A €N, existe ' € A tal que xy € V.

Obs. Ojo a la diferencia entre pto. de acumulacién y la definicién de
convergencia!



Teorema 1. Si (X,7) es e.t. y (x3)1en €S una red convergente a X,
entonces toda subred de (x;)3ca converge al mismo X.

Demostracion.

Sea (yg)oco subred de (xj),en. Probemos que yg — X.

Es decir, para cualquier V € 43, existe 6y € © tal que si 8 > 6, yg € V.
Sea V € 4;. Como x; — X, sea Ag € A tal que para todo A > A9, x5 € V.

Sea F:© — A la funcién tal que yg = xp(g). Por ser subred, para el 9
anterior, existe un 6y € © tal que, para cualquier 6 > 6y, F(0) > Ao.

Luego, si 8 > 6y, A := F(0) > Ag y entonces yg = xr(g) = x; € V. OK.



Teorema 2. X es punto de acumulacién de (x; ), Ssi existe una subred
(vo)oco de (x3)aen que converge a X.

Demostracién.

(«<=) Sean V € A5 y A € A\. Probaremos que existe A’ > A tal que
Xy € V.

Dado que yg — X, existe 0y tal que yy € V para 0 > 6.

Sea F:© — A tal que yp = xp(g). Por def. de subred, sea 6; € © tal que
sif>6,, F(6)>A.

Usando que © es dirigido, sea ahora 6, € © tal que 6, > 6, y 6> > 6.

Luego, se tiene que
)/926 Va F(GZ)ZAH Yo, = XF(6,)-

Denotando A’ := F(6,), se tiene lo pedido.



(=) Sea (x))aen red y X punto de acumulacion. Sea © := A x A% con
el orden siguiente:

A V)SA,V) = (A<t yV' CV).

Ejercicio: Mostrar que esta definicién es orden parcial y hace a ©
conjunto dirigido.

Sean (A, V) € ©. Para estos, sea 2 €A tal que x; € V (por ser pto. de
acumulacién). Definamos

yavyi=x;, F@A,V):= 1, 6= (A, V).
Probemos que esta subred esta bien definida, y converge a x.

Bien definida significa lo siguiente:
1. Existe F:© — A funcién con F(8)= A4 (i.e., yo = xf(g)). OK.

2. Para todo A € A, existe 6 € © tal que para cualquier 8’ > 6,
F(6')>A.



Probemos lo segundo: para todo A € A, existe 8 € © tal que para
cualquier 8/ > 6, F(6') > 4.

Sea A € A. Tomemos 6 € © dado por 6 := (4, X). Si ahora
0’ =(A',V') > 0, quiere decir que A’ > A y que V' C X.

Esto altimo es redundante, por lo que solo tenemos A" > A. De aqui,
F(0')Y=F(A',V'Y=A', para cierto A’ > A’ > A (def. subred). OK.

Mostremos ahora que converge. Sea V € 5 y sea 6 := (Ao, V), para
cierto Ag fijo arbitrario.

Sea ahora 8 =(A', V') > 6. Entonces A’ > A9y V' C V.

Pero por definicion de la subred, yg = xg(/, vy € V' C V, que es lo que
queriamos probar.



Definicion. Dos ets (X,7) e (Y, 0) se dicen homeomorfos si existe
f: X — Y biyectiva con f y f~1 continuas.

A tal f se le llama homeomorfismo.

Ejemplos.
1.Si Y:=(—3,%), entonces f: (R,7c) = (Y, 1c Y) dada por
f(x) = arctanx es homeomorfismo con inversa f~!(x) =tanx.

2. g: N — 2N dada por g(n) =2n es homeomorfismo (cada e.t. tiene la
topologia discreta). Ejercicio!!

Ejercicio dificil. Encontrar X, Y CRy f : X — Y biyectiva y continua,
g : Y — X biyectiva y continua, pero donde no existe homeomorfismo

(en otras palabras, g # f1).



Ejemplos de esp. topolégicos y homeomorfismos. Caso 1:
X; =[0,1]° en R2.

0 1x 0 1x
1. (11). Topo traza de X; = [0,1]? (ver izquierda arriba). Base de
vecindades de (x,y):

B((x,y),&)N X1, 0<x,y<1l, €>0.

2. (12). Topo cilindrica (no Hausdorff), se identifica (0,y) ~ (1,y) (ver
derecha arriba). Base de vecindades para (x,y):

0<x<1 = B((x,y),e)N Xy,
x=0,1 = (B((0,y),e)UB((1,y),€))N X.



Caso 2. Sea X, =[0,1) x [0,1].
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1. (73). Cilindro Hausdorff. Base de vecindades de (x,y):

0<x<1l = B((x,y),e)N Xz,
x=0= (B((0,y),€)UB((L,y),€)) N Xo.

X> con esta topo es homeomorfo al cilindro de R3 x2+y? =1,
0 <z <1 con su topo traza.

2. (74). Cinta de Mdebius. Base de vecindades para (x,y):

0<x<1 = B((x,y),e)N Xz,
x=0 = (B((0,y),e)UB((1,1-y),€))N X,.



Caso 3: El toro. Sea X3 :=[0,1)2.

1. (75). (Izquierda) Base de vecindades de (x,y):

x,y=0 = (B((0,0),e)U
0<x,y<l = B((x,y
x=0,0<y<1l = (B
y=0,0<x<1= (B

~—

B((1,0),e)uB((1,1),e)UB((0,1),€))N X3
,E)N X3,
(0,y),€)UB((1,y),€))N X3
(x,0),e)UB((x,1),€)) N X5.

AA\/



Obs. El toro es homeomorfo al espacio cuociente de (X1, 71) con la
relacién

(,y) ~(x,y), 0<x,y<1,
=10y~ (Ly), 0sy<l,
(x,0) ~ (x,1), 0<x<1,
(0,0) ~(1,0) ~ (1,1) ~(0,1)

Caso 4: la botella de Klein. (Ver figura slide anterior derecha)
Corresponde a la topologia (7s) de espacio cuociente sobre (X1, 7y)
definida por la relacién

(y)~(xy), 0<xy<l,
Z=1(0,y)~(1y), 0<y<l,
(x,0) ~(1—x,1), 0<x<1.



Ejercicios.

1. Identificar la topologia que se obtiene al tomar (Xi,71) con la relacion
de equivalencia

_Jy)~(xy), Xy,
%‘ﬂmw~un,v%

2. Mostrar que (X2,74) (cinta de Mebius) es homeomorfo al espacio
cuociente de (X2, 72) con la relacién de equivalencia

)~ ), ¥y,
%‘{mn~aﬁn,v%

Préoximo video. Compacidad.



