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Definicién. Recordemos que un par (X, d) es un espacio métrico (e.m.)
si d: X x X — R define una distancia, es decir, para todo x,y,z € X,

1. d(x,y) >0, d(x,y) =0 < x=y.

2. d(x,y) =d(y,x),
3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

Ejemplo. Todo espacio vectorial normado (X, || -||) es métrico, donde
d(x,y) = llx =yl

Obs./Recuerdos. 1. Toda métrica define una topologia sobre X,
llamada la topologia métrica, cuya base de abiertos son las bolas abiertas
By(x,€)={y e X : d(x,y) < e}.

2. Todo e.m. satisface el PAN (base de vecindades numerable para cada
punto de X), por lo que la convergencia se puede caracterizar por
sucesiones.



Definicién. Una sucesién (x,) C X se dira de Cauchy si para todo € >0
existe ng € N tal que, si n,m > ng, entonces d(xp,xm) < €.

Ejercicio. Toda sucesién convergente es de Cauchy. El converso no es
cierto en general, y motiva la siguiente definicion.

Definiciéon. Un e.m. se dird completo si toda sucesién de Cauchy
converge. Si el espacio es normado completo, diremos que es Banach.

Ejemplos. 1. (RY,||-||) es Banach.

2. (C([0,1],R),]| - |l=) es Banach (lo vamos a probar en realidad). Aqui,
[ llee := supxefo 1y I (X)1-



Ejemplo importante. (C([0,1],R), | - ||1), donde ||f|l1 := fy |f(x)|dx es
evn, pero no es Banach. Sean f,(x) dada por

0, XS%
fa(x)=4q n(x—3), xe [%,%—&—%]
1 xZ%—l—%.

Cada f, es continua, (f,) es de Cauchy, pero no converge puntualmente a
una funcién continua, por lo que no puede ser Banach. Chequear los
detalles!

FIGURA: f, 13,1y, f5



Teorema (Completacion de e.m.). Para cada e.m. (X, d) existe un
e.m. completo (X*,d*) y una funcién inyectiva ¢ : X — X* tal que

1. @(X) es densa en X* (con la topo. generada por d*).

2. @ es isometria: d*(@(x),9(y)) = d(x,y) para todo x,y € X. Luego,
@ X — @(X) es biyeccion.

En otras palabras, todo e.m. es isométrico a un subconjunto denso de un
e.m. completo. Ademas, (X*,d*) es Gnico salvo isometria.

Ejemplo basico: (Q,|-|) no es completo, pero su completacién es
(R,]-])- Aca, ¢(x) = x para x € Q.



Teorema ultra atil. Sea (X,d) e.m. completo y (F,) una sucesion de
cerrados no vacios y tales que estan encajonados: F,i1 C Fp,. Si
diam(F,) — 0, entonces (1, Fn €s un singleton.

Aqui, diam(A) = sup, ,cad(x,y).

Demostracién. Unicidad. Si x,y € (1,5 Fp, estan en cada F,,. Pero
d(x,y) <sup, per, d(a, b) que tiende a cero por dato, luego x = y.
Existencia. Tomemos x, € F,. Notar que (Xm)m>n C Fn.

Entonces (x,) es de Cauchy, porque si m > n > no,
d(xn,Xm) <'supy e, d(x,y) que puede ser tan chico como se desee, si
no es grande.

Como (X, d) e.m. completo, (x,) converge a X. Pero la subsecesion
(Xm)m>n esta en Fp,, y también converge al mismo limite X.

Como Fj, es cerrado, X € F,, para todo n, lo que prueba el resultado.



Ejercicios.

1. El producto numerable de e.m. completos es completo. Ejemplo:
RY =R x --- x R. Ojo a la defn. de la métrica en el caso infinito!

2. Si (X,d) es e.m. completo y F C X es cerrado no vacio, entonces
(F,d|F) es e.m. también.



Teorema. Sea X conjunto e (Y,d) e.m. completo. Para xg € X fijo,
definimos

Byo(X,Y):={f X =Y : su;p(d(f(x),f(xo)) < oo},

Si d-o(f,g) :=supyex d(f(x),g(x)), entonces (A, (X,Y),dw) es e.m.
completo.

Obs. #.,(X,Y) es un espacio de funciones acotadas c/r a una referencia
fija f(xo) (podria ser 0, pero 0 no tiene por qué alcanzarse en Y).

Demostracion. Ejercicio. Probar que d.. estd bien definida y define una
métrica.

Probemos la completitud. Sea (f,) de Cauchy en %,,. Luego,
doo(fry f) — 0 si nym — oo,

Pero para cada x € X, d(f,(x), fm(x)) < dw(fn, fm), luego, (f(x)) es de
Cauchy en Y, e.m. completo. Por lo tanto, f,(x) converge a f(x).



Probemos que f € %,,(X,Y). Para ello, notemos que si m > n son
grandes, supycx d(fn(x), fm(x)) < 1.

Luego, para x fijo, d(f(x),fm(x)) <1 (). Pasando al limite en m (d es
continual), d(f,(x), f(x)) < 1. Pero si ng es fijo,
d(f(x), f(x0)) < d(F(x), fao (x)) + d(fng (x), o (x0)) + d (g (x0), f (x0))
<1+C+1<C
Esto por (x) y por fn, € By, (X, Y). Pasando al sup en x, se obtiene lo
pedido.

Finalmente, probemos d..(f,,f) — 0. Para ello, notemos que si n,m son
grandes, sup,cx d(fa(x), fm(x)) < €. Tomando x fijo y pasando al limite
en m,

d(fa(x),f(x)) <& porlo que ig)p(d(fn(x),f(x)) <E,

que era lo pedido.



Corolarios. 1. Para (X,7) eit. e (Y,d) em., xo € X, sea
BE(X,Y) ={f e B(X,Y) : fescontinua}.
Entonces € (X,Y) es cerrado en #,,(X,Y) y por ende e.m. completo
con dw. (%€= "bounded continuous”)
2. Si ademas (X, 1) es compacto, entonces BE(X,Y)=%(X,Y)

(funciones continuas) y por lo tanto (¢'(X,Y), dw) es e.m. completo.

Demostracién. 2. Basta probar D. Si (X, ) es compacto y f continua en
X, d(f(x),f(x0)) es funcién continua sobre compacto, por lo que alcanza
su maximo (finito). De la parte 1, (¢(X,Y),dw) es e.m. completo.



1. Basta probar %€ (X,Y') cerrado en B,,(X,Y) (por qué?).

Sean (f,) CBE(X,Y)y f € By(X,Y) tales que du(fn,f) = 0. PDQ
feBE(X,Y), es decir, f es ademas continua.

Sea x € X y € > 0. Probaremos que existe vecindad V € 44 tal que
;)’(fl()y), f(x)) < € si y € M. Primero notemos que si n es grande (pero
ijo!),

d(f(y), f(x)) < d(f(y), fa(y)) + d(faly), fa(x)) + d(fa(x), f (x))
< 2du(F, ;) + d(fo(y), o))
)-

N

< —e+d(faly), fa(x)

w

Finalmente, como f, € B%(X,Y), es continua, y por lo tanto existe
V € A tal que d(fa(y), fa(x)) < 1€ si y € Ax. Esto concluye la

demostracion.



