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Definicién. Recordemos que un par (X, d) es un espacio métrico (e.m.)
si d: X x X — R define una distancia, es decir, para todo x,y,z € X,

1. d(x,y) >0, d(x,y) =0 < x=y.

2. d(x,y) =d(y,x),
3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

Ejemplo. Todo espacio vectorial normado (X, || -||) es métrico, donde
d(x,y) = llx =yl

Obs./Recuerdos. 1. Toda métrica define una topologia sobre X,
llamada la topologia métrica, cuya base de abiertos son las bolas abiertas
By(x,€)={y e X : d(x,y) < e}.

2. Todo e.m. satisface el PAN (base de vecindades numerable para cada
punto de X), por lo que la convergencia se puede caracterizar por
sucesiones.



Definicién. Una sucesién (x,) C X se dira de Cauchy si para todo € >0
existe ng € N tal que, si n,m > ng, entonces d(xp,xm) < €.

Ejercicio. Toda sucesién convergente es de Cauchy. El converso no es
cierto en general, y motiva la siguiente definicion.

Definiciéon. Un e.m. se dird completo si toda sucesién de Cauchy
converge. Si el espacio es normado completo, diremos que es Banach.

Ejemplos. 1. (RY,||-||) es Banach.

2. (C([0,1],R),]| - |l=) es Banach (lo vamos a probar en realidad). Aqui,
[ llee := supxefo 1y I (X)1-



Teorema (Completacion de e.m.). Para cada e.m. (X, d) existe un
e.m. completo (X*,d*) y una funcién inyectiva ¢ : X — X* tal que

1. @(X) es densa en X* (con la topo. generada por d*).

2. @ es isometria: d*(@(x),9(y)) = d(x,y) para todo x,y € X. Luego,
@ X — @(X) es biyeccion.

En otras palabras, todo e.m. es isométrico a un subconjunto denso de un
e.m. completo. Ademas, (X*,d*) es Gnico salvo isometria.

Ejemplo basico: (Q,|-|) no es completo, pero su completacién es
(R,]-])- Aca, ¢(x) = x para x € Q.



Teorema ultra atil. Sea (X, d) e.m. completo y (F,) una sucesién de
cerrados no vacios y tales que estan encajonados: F,.1 C F,. Si
diam(F,) — 0, entonces (,>¢ Fx €s un singleton.

Aqui, diam(A) = sup, ,cad(x,y).

Teorema. Sea X conjunto e (Y,d) e.m. completo. Para xg € X fijo,
definimos

Bro(X,Y)={f X =Y : sugd(f(x),f(xo)) < +oo}.

Si dw(f,g) :=supycx d(f(x),g(x)), entonces (B, (X,Y),dw) es e.m.
completo.



Corolarios. 1. Para (X,7) eit. e (Y,d) em., xo € X, sea
BE(X,Y) ={f € B,(X,Y) : f es continua}.

Entonces € (X, Y) es cerrado en #,,(X,Y) y por ende e.m. completo
con dw. (%= "bounded continuous")

2. Si ademas (X, 1) es compacto, entonces BE(X,Y) =% (X,Y)
(funciones continuas) y por lo tanto (¢'(X, Y), d») es e.m. completo.



Vamos ahora a estudiar e.m. compactos (todo recubrimiento abierto
posee subrecubrimiento finito). Para ello, necesitamos antes unas
definiciones (que seran equivalentes). Sea (X,d) e.m.

Definicion 1. A C X es acotado si diam(A) < +oo. Aqui,

diam(A) := sup, yead(x,y).

Ejemplo. En RY, todas las bolas son acotadas.

Definicion 2. A C X se dice totalmente acotado si para cada € >0

existe una familia finita de conjuntos Ry, ..., Ry) que cubren X con
diam(R;) < &. Tal familia se llama &-recubrimiento.

Ejemplos. 1. Para [0,1], los intervalos de ancho € inducidos por la
particion de [1/¢] pasos, cubre [0,1].

2. En R con la topo candnica, Z no es totalmente acotado (ni acotado).

Ejercicio. Totalmente acotado implica acotado.



Definicién 3. u > 0 se dice nimero de Lebesgue para un
recubrimiento abierto (03 )¢ca si para cada x € X, existe A € A para el
cual B(x,u) € ©;.

Obs. El no. de Lebesgue no tiene por qué ser Gnico.

Ejemplo. En R, el recubrimiento (n,n+2),cz posee por ejemplo no. de
Lebesgue 1/2 (hay un traslape de largo 1 entre cada abierto).

Definicién 4. En general, (X, 1) se dice secuencialmente compacto si
toda sucesion en X posee subsucesion convergente.

Ejemplo. En (R? 1.), A cerrado y acotado es secuencialmente
compacto, pero en dimensidn infinita no es necesariamente cierto.



Teorema 1. Sea (X,d) e.m. y K C X compacto. Entonces:
1. K es cerrado (consecuencia de ser Hausdorff).

2. K es acotado.

3. (K,d|k) es completo.

4. K es totalmente acotado.

Observaciones. La reciproca de 1) y 2) no es cierta. Cerrado y acotado
no implica compacto, ejercicio!

Demostracion. Demostraremos 2) y 3). 1) es directa y 4) ejercicio.

2) Sea xp € K. Entonces K es cubierto por (B(xo, n))nen, porque las
bolas abiertas son base de abiertos en X y en un e.m. se satisface el PAN.

Como K es compacto, K es cubierto por un namero finito de bolas. En
particular, existe ng tal que K C B(xg, no). Luego, diam(K) < 2np.

3) Si (x,) es sucesién de Cauchy en K compacto, posee subsucesion
convergente (x,, ) a X. Entonces, por ser Cauchy, usando desigualdad
triangular, toda la sucesién converge a x (verificar!).



Teorema 2. Sea (X,d) e.m. Son equivalentes:

1. X es compacto (con la topo inducida por la distancia).
2. X es secuencialmente compacto.

3. (X, d) es completo y totalmente acotado.

Corolario. En RY, A es compacto ssi es cerrado y acotado.

Demostracién del Teorema.

1) = 2). Sea (xp) sucesién en X. Como es compacto, y X, es también
red, posee punto de acumulacién x.

Como (X, d) es e.m., satisface el PAN. Luego, posee base de

: 1
vecindades numerable (B(x, +))nen-
Como X es punto de acumulacién, existe n; tal que x,, € B(X,1).

De manera inductiva, para cada k =2,3,..., existe n, > n,_; tal que
Xn, € B(X, %), es decir, d(xn,,X) < }.

Esto implica que (x,) posee subsucesion (x,, ) convergente a X. OK.



2) = 3). Completo: muy similar a parte 3) del Teorema 1.

Totalmente acotado. Por contradiccion, suponemos que existe & > 0
tal que para todo F finito, U;cr B(xi, &) € X.

Sea xp € X fijo, y tomamos x; € B(xp, &), y después
x2 & (B(x0,&)UB(x1,€0)), y asi, sucesivamente.

Este proceso se puede hacer indefinidamente porque para todo F finito,
Uicr B(xi, &) € X.

La sucesién (x,) creada satisface por definicion, d(xn+1,%n) > €, por lo
que d(Xm,xn) > €. Luego, no puede poseer subsucesion convergente.



3) = 1). Sea (©))aen recubrimiento abierto de X, y supongamos que
posee no. de Lebesgue u > 0:

VxeX, FJAeN tq B(x,u)C0O,.

Como X es totalmente acotado, posee un p-recubrimiento finito:

X = Ule B(xj, ).

Sean A1,42,...,4, € A tales que B(xj,u) € @,11.. Entonces (@;LJ.)J’-’:1 es el
subrecubrimiento finito buscado.

Demostracion de completo + totalmente acotado implican la
existencia de no. de Lebesgue: ver slides adicionales al final.



Ejercicios (no simples).

1. Si F:(X,dx) — (Y,dy) es continua con X compacto, entonces es
uniformemente continua, es decir para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
para cualquier x;,x2 € X con dx(x1,x2) < 0, se tiene

dy(F(Xl)7 F(Xz)) < E.

Indicacidn. Usar que si € > 0, el recubrimiento de X dado por
{FY(B(F(x),2¢€))}xex posee no. de Lebesgue.

2. (Pto. fijo de Banach). Si (X,d) es eem. completoy F: X — X es
contraccion, es decir existe L € (0,1) tal que para todo x,y € X se tiene
d(F(x),F(y)) < Ld(x,y). Entonces F posee un Gnico punto fijo
x* e X:

F(x*) = x".
Indicacién. Probar que la sucesion x,+1 = F(x,) (partiendo de cualquier
punto xp) es de Cauchy y converge a x*.

Préoximo video. Analisis Funcional 1. Teorema de
Stone-Weierstrass.



Material adicional. Probemos que (X,d) e.m. completo y totalmente
acotado implican todo recubrimiento abierto de X posee nimero de
Lebesgue.

Por contradiccién, supongamos que para todo g > 0 existe x € X tal que
B(x, ) no es cubierta por un Gnico ©,.

Tomemos i = 1, por lo que existe x, € X con B(xp, %) no contenida en

n
ningin ©,.

1 .. 1\1\111/2
Tomemos un -recubrimiento de X, de la forma (B(y1/2;,3));-1 -

Alguna de las bolas (B(yl/zd-,%));i/f contiene una infinidad de elementos
de (xp). WLOG, tomemos j =1.

Tomemos ahora un %—recubrimiento, de forma que WLOG

F2:=B(y1/2,1,3) N B(y1/a1,3) contenga una infinidad de elementos de
(xn)-



Procediendo de manera inductiva, construimos una sucesién encajonada
de cerrados Fy de la forma

Notar que cada Fj contiene una infinidad de elementos de (x,), y
ademas diam(F;) < 2k~1 — 0.

Luego, (N Fx = {x}. Sea A tal que x € ©,, y € >0 tal que B(x,e) C O,
(por ser abierto!).

Sea ie N tal que diam(F;) < § y sea n € N tal que x, € F; y ademas
1< £ Pero

1 1 _ & _
B (an> cB (x,n+d(xn,x)> CB (x, 5 +d.am(F,-)) .

Pero diam(F;) < &, lo que implica B (xn, 1) C B(%,€) C ©,,
contradiccién al hecho que no era contenida por ningin ©,!



