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Estabamos estudiando la Teoria Axiomatica de conjuntos NBG +AE:
Axioma | (Individualidad). (x e A)A(x=y) = y € A.

Axioma Il (Formacién de clases). Para toda p propiedad en la cual
aparecen cuantificadores de variables de conjuntos, existe una clase
cuyos (nicos miembros son sélo aquellos que satisfacen la propiedad.

Es decir, {x : (x es conjunto) A p(x)} es clase.

Definicion fundamental. Diremos que una clase x es conjunto si existe
A clase tal que x € A.

Axioma Il (conjunto vacio). 0 es conjunto, i.e., existe un conjunto.

Axioma IV (emparejamiento). Si A, B son conjuntos distintos, entonces
{x | (x es conjunto) A (x = AV x = B)} es conjunto, denotado {A, B}.

Axioma V (Unién). Si (A3 );en es una familia de conjuntos, entonces
Uaca Ay es conjunto.



Axioma VI (De reemplazo). Si A es conjuntoy &7 clase,y f: A— o/
funcion, entonces f(A) :={y : (y es conjunto) A(Ix € A)y =f(x)} es
conjunto.

Axioma VII (De corte). Si A es conjunto y <7 clase, entonces AN/ es
conjunto.

Axioma VIII (De las partes). Si A es conjunto entonces sus partes
P(A) es conjunto.

Axioma IX (Fundacidén). Para cada A # 0 conjunto, existe x € A tal
que xNA=0.

Axioma X (del infinito). Existe un conjunto A tal que
1. €A,
2. Si x € A, entonces xT € A.

Un conjunto que cumple tales propiedades se dice inductivo.



Los 10 axiomas antes mencionados permiten construir buena parte de la
matematica, pero muchos resultados esenciales se quedan sin poder
demostrar por la falta de un resultado que permita escoger un namero
infinito de términos rigurosamente.

Ejemplos basicos.

1. La frase "sea (a,) sucesion real” es poco rigurosa! Requiere el acceso
inmediato a infinitos ndmeros!

2. Mas generalmente, la frase "sea  : A— B funcién”, equivale a estar
tomando un ndmero tal vez no numerable de puntos en Ay valores en B.



Ejemplo importante.

3. Dada una coleccién de conjuntos numerables (A,)pen, su union es
numerable. En efecto, la clasica demostracién consiste en enlistar
(enumerar) los elementos de cada A, :

A1 = {a11,a12,313,.. .},
As = {a21,a20,303,...},

As = {a31,332,a33,...},

Ap= {3n1a3n273n3a- . -}7

Ahora, el recorrido clasico "diagonal” ai11, 312,421, 213,322,431,... €5 Una
enumeracién de la unién de los A,,.

Sin embargo, para crear este conjunto se tiene que escoger
indefinidamente al menos un elemento de cada A, tal proceso no se

sabe si es riguroso!



Axioma Xl (de Eleccion o de Zermelo). Dada una familia (A3 )aea de
conjuntos disjuntos no vacios, existe un conjunto formado exactamente
por un elemento de cada A, .

Existe un conjunto A formado por exactamente un elemento a; de cada
Aj.

n—».

Este axioma es controversial, por las impensadas consecuencias que posee
en matematicas. De él se deducen el Lema de Zorn, el Teorema de
Tychonof, el teorema de Hahn-Banach, la existencia de ideal maximal en
anillos, existencia de las bases de Hamel, etc.



Definicion. Sea (A;)jcp una familia de conjuntos no vacios, con A
conjunto. Una funcién de eleccién es f: A — [J; .o Ay tal que a cada
A €N, le asocia f(1) € Ay.

Proposicion. El axioma de eleccién es equivalente a que toda familia de
conjuntos no vacios posee una funcioén de eleccion. Notar que no se
necesita que sean disjuntos!

Demostracion. (<= ) Si (A3 )aea es una familia de conjuntos disjuntos
no vacios, y f una funcién de eleccién asociada, entonces el conjunto
formado por {f(1) : A € A} satisface el axioma de eleccion.

(=) El caso donde la familia estd compuesta de conjuntos disjuntos
queda de ejercicio.

Supongamos ahora que los A; no son necesariamente disjuntos.
Consideremos B; := {A} x A, que es familia disjunta, porque si
Ay NAL #0 para A # 1, entonces ({A} x Ay )N ({u} xAy)=0.

Luego, por el caso anterior, se cumple que existe funcién de eleccién
g(A) e {A} x A, para cada A.

Como g(4) = (1,8(1)), &(A) es la funcién de eleccién pedida.



Teorema. Eleccién es equivalente a que el producto cartesiano de una
familia de conjuntos no vacios es no vacio.

Es decir, Eleccién <= para todo A € A, A, # 0 implica My cpAy # 0.

Demostracion. El producto cartesiano corresponde al conjunto de todas
las funciones de eleccién f : A — |Jycp Aj- Como los Ay son no vacios,
eleccién equivale a la existencia de una funcién de eleccién para esta
familia, es decir, que el producto cartesiano es no vacio.

Pregunta muy importante. Son los axiomas |-X| consistentes? (es
decir, no se producen absurdos). Son independientes entre ellos?

La respuesta a estas preguntas estan aln sin resolver completamente.



Consistencia. Atn no se resuelve completamente. Sin embargo, para ZF
Godel probé en su famoso teorema de incompletitud que los axiomas
anteriores, por si mismos, no pueden probar la consistencia o no del
mismo. Ademas, hay teoremas indemostrables!

Ver por ejemplo https://www.youtube.com/watch?v=04ndIDcDSGc.

Es decir, para probar consistencia, se necesita "salir a un conjunto
axiomatico méas grande”.

Independencia. Godel y Cohen probaron para ZF la independencia del
Axioma XI| de Eleccién de los otros diez axiomas: es decir, asumiendo la
consistencia de los diez primeros, eleccién no se deduce de ellos, y
también la negacién de eleccién tampoco se deduce de ellos.


https://www.youtube.com/watch?v=O4ndIDcDSGc

Consideraciones finales e histéricas.

Ejemplo. El propésito es entender de manera simple el significado de los
términos consistencia e independencia para un sistema axiomatico.

Definamos la teoria axiomatica siguiente:

» Objetos no definidos: lineas, puntos.

» Relacién binaria no definida: incidencia.
Los axiomas que estudiaremos son los siguientes:

1. Axioma l. Dos puntos diferentes P, Q inciden sobre una dnica linea
L.

2. Axioma Il. Sobre una linea L inciden al menos dos puntos
diferentes P, Q.

3. Axioma lll. Existen tres puntos diferentes P, Q, R con la propiedad
que ninguna linea L es incidida por los tres.



Un modelo .# es una interpretacion de los axiomas I-1I-I11 arriba
expuestos para el cual se satisfacen los tres axiomas.

Estas interpretaciones aparecen pues los objetos y relaciones no estan
definidas a priori.



Sea ./ la siguiente interpretacion de los axiomas I-1I-I1l: en el cuadro
teérico de RZ?,

» puntos: A= (0,0), B=(1,0) y C=(0,1).
» lineas: los segmentos (cerrados) AB, AC y BC.

» incidencia: un punto P incide en la linea L ssi P estd en L.

C
A B
Entonces el modelo .#; satisface los axiomas I-1I-1l1l. En efecto:

1. Axioma l. Dos puntos dif. P,Q inciden sobre una inica linea L.

2. Axioma Il. Sobre una linea L inciden al menos dos puntos
diferentes P, Q.

3. Axioma lll. Existen tres puntos diferentes P, Q,R con la propiedad
que ninguna linea L es incidida por los tres.



Sea ahora .#> la siguiente interpretacion de los axiomas I-1I-I11: en el
cuadro tedrico de N,

» puntos: 2,3,5,7.

» lineas: 6,10,14,15,21,35.

» incidencia: un punto P incide en la linea L ssi P divide a L.
Entonces el modelo .#, satisface los axiomas I-1I-11l. En efecto:

1. Axioma l. Dos puntos diferentes P, Q inciden sobre una tnica linea
L

2. Axioma Il. Sobre una linea L inciden al menos dos puntos
diferentes P, Q.

3. Axioma lll. Existen tres puntos diferentes P, Q, R con la propiedad
que ninguna linea L es incidida por los tres.



Decimos ahora que dos lineas son paralelas si no existe punto P
incidente a ambas.

Queremos ver si la siguiente proposicion légica es cierta en los modelos

///1 y.//22

(I) Existen lineas paralelas.

La frase anterior es falsa en .#}, pero es cierta en 5! (Verificar!!l)



Una proposicién légica P se dice independiente de un conjunto
axiomatico A si ni ella ni su negacién se pueden deducir como teoremas
de A.

Dicho de otra forma, existen modelos diferentes .#; y .#> de la teoria
para los cuales P es cierta en uno, y falsa en otro.

La proposicién légica (||) es pues independiente de los axiomas I-1I-111.
Una teoria axiomatica A se dice consistente si no existe proposicion
l6gica P tal que A permite demostrar ambas Py ~ P.

Se puede probar que si existe un modelo .#Z en A, entonces ésta es
consistente en este modelo.



Proxima clase: Mas consecuencias Fundamentales del Axioma de
Eleccion.



