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SoLuciON EXAMEN

1. Sean X,Y variables aleatorias con densidad conjunta f(z,y) = Kz(y — x)e*y1{0§x§y<oo}, donde
¢ > 0 es una constante apropiada.

a) (2 pts.) Calcule K.
Sol: Para obtener K imponemos la condicién [ [ f(z,y)dzdy = 1. Tenemos entonces

/ fxydxdy—K/ / —:Eeyd:cdy—K/ —e_ydy—

de donde se concluye que K = 1.

b) (2 pts.) Muestre que

b6x(y —x
Ixy (zly) = (yg)l{0<x<y<oo}7

fY\X(mx) = (y - x>6_(y_$)]{0§x§y<oo}'

Sol: Para calcular las densidades condicionales necesitamos las marginales de X y de Y. Te-
nemos

= / f(z,y)dy = / z(y — z)e Y p<acy<oa}dy = € L0y,
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= / [z, y)dz = / z(y — z)e Y ljp<ocy<oo}dy = %efyl{yzo},

de donde obtenemos

~ f(xy) 2y —z)e Y hpcecy<o}  6a(y — )
fX\Y($|y) - fY(y) - %G_yl{yzo} - yg 1{0§x§y<oo}a

_ f(ﬂ%y) . x(y - x)e_y]{03x§y<oo}
frix(ylz) = Fx(@) re 1,20

¢) (2 pts.) Deduzca de lo anterior que E(X|Y =y) =y/2,E(Y|X =2) =2 + 2.
Sol: Usando las densidades condicionales calculadas en el apartado anterior, obtenemos

= (y — 2)e” Y L pcray<on)-

0o y 9 B
BXY =u)= [ afaylala = [ |

—0o0

Andlogamente,

EY|X =z) = / yfyx(yle)dy = / y(y —2)e” W dy =z + 2.



2. Una empresa de catering ofrece bebidas a los 1250 asistentes a un evento social. Se sabe que cada
persona decide independientemente de las demaés el niimero de bebidas que consumird, el cual se
puede modelar como una va discreta con valores en el conjunto {0,1,2,3}, con probabilidades
respectivas pg = 0.1,p; = 0.6, ps = 0.2, p3 = 0.1. La empresa debe encargar previamente el niimero
total de bebidas a un proveedor, siendo muy importante que nadie se quede sin las bebidas que
quiere pero al mismo tiempo, intentando que no sobren, porque eso generaria pérdidas.

a) (2 pts.) Calcule la esperanza y la varianza de la v.a. M definida como el numero total de
bebidas consumidas en el evento.
Sol: Sea n = 1250 y designamos por X;,¢ = 1,...,n las v.a. independientes que representan
los consumos individuales. Entonces

E(X;) = O0po + 1p1 + 2p2 +3p3 = 0.6 + 0.4+ 0.3 = 1.3

E(X?) = 0%pg + 1%py 4+ 2%p2 + 3%p3 = 0.6 + 0.8 + 0.9 = 2.3,
de donde obtenemos
Var(X;) = E(X?) — (E(X;))* = 2.3 — (1.3)*> = 0.61.

Por otra parte, es claro que M = """ | X;, de donde se concluye que
n
E(M) =) E(X;) = 1.3n = 1625.
i=1

Por otra parte, gracias a la independencia de las X; resulta

Var(M) =Y Var(X;) = 0.61n = 762.5.
=1

Ademas,

VVar(M) = V762.5 = 27.61.

b) (2 pts.) Muestre, usando el TCL, que la funcién de distribucién Fjs(x) de la va M es aproxi-

madamente ®(2:-192%) donde ® es la funcién de distribucién de la v.a. normal N(0,1).

Sol: Sabiendo que M es una suma de 1250 v.a. independientes X;, podemos aplicar el TCL en
los siguientes términos:

FM(x):IP(MSx):IP’<M_E(M) x_E(M)>N<I><x_E(M>:@<x_1250>.

Vv Var(M) = Vv Var(M) Var(M) 27.61

¢) (2 pts.) Use el resultado de la parte (b) para calcular aproximadamente el nimero N de bebidas
que debe encargar al proveedor, de manera que la probabilidad de que todos queden satisfechos
sea superior a 0.99. Exprese su resultado en términos de ® o su inversa.
Sol: Sea N el numero de bebidas que se encargan al proveedor. Entonces, todos quedan sa-
tisfechos si se cumple la condicién M < N. Se pide ajustar N de manera que la condicién se
cumpla con probabilidad al menos 0.99. Es decir, debe ocurrir que P(M < N) > 0.99, de donde
se despeja N.

Usando el resultado del apartado (b), tenemos

N — 1250

P(M < N) ~ &
(M < N) ( 27.61

> > 0.99,
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o bien, despejando N,
N > 1250 + 27.61®71(0.99) = 1250 + 27.61 - 2.326 = 1314.22.

Entonces se cumple la condicién de satisfaccion si se encargan al menos 1315 bebidas.

. 1

Hint: ®(z) = [ ¢ zdt, reR.

3. Suponga que una moneda es tal que su probabilidad de cara se escoge al azar en el intervalo [0, 1].
Luego se realiza una serie (infinita) de lanzamientos independientes.

a) (3 pts.) Sean e Ny X lav.a. deﬁnida como la cantidad de caras obtenidas en los primeros n
lanzamientos. Muestre que p, (k) = n+1, para k € {0,1,...,n}, y calcule E(X).

Sol: Sea Y la v.a. que corresponde a la probabilidad de cara de la moneda que, segun el enun-
ciado, es uniforme en intervalo [0, 1], con densidad fy (y ]{0 1)(y). Entonces X, condicional
en Y = y es binomial con pardmetros n,y, es decir,

(i) = ()0 = 0 e (01,

Por otra parte, usando las férmulas conocidas, se puede calcular la marginal de X como

& n 1 _ n e
px (k) —/ pxy (kly) fy (y)dy = <k>/0 YL —y)"rdy = <k>W = a

Para calcular la esperanza usamos el resultado anterior y obtenemos
n n
1 nn+1) n
= kpx(k) = —— k= ——"+=—.
kZOPX() n—f—lkzo 2(n+1) 2

También es posible calcular alternativamente la esperanza, sabiendo que E(X|Y = y) = ny.
Es decir,

1 1 n
B0 = [ BOY =y = [ vy = 5.

b) (3 pts.) Sea Z la v.a. definida como el nimero del lanzamiento en el que sale cara por primera
vez. Muestre que p,(n) = m, para n € N, y calcule E(Z).

Sol: Es claro del enunciado que Z condicional en Y = y es v.a. geométrica de pardmetro y. Es
decir,

pzy(nly) =(1—y)" 'y, neN.

Procediendo como en el apartado anterior calculamos

o ! I'(n)I'(2 1
pe) = [ pavtlnftidy = [0y = 5 - e
Por otra parte,
:nzz:lnpz(n) :;n(n+1) :;n—kl = 00.

Hint: Puede ser tutil saber que fol 21 — 2)lde = (((Lr%), donde I'(n) = (n — 1)!, para
n € N.



