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Auxiliar 12: Repaso C3- Solucién P4 4+ Resumen Sistemas
Lineales

P1. Calcule las transformadas inversas de las siguientes funciones en el dominio de Laplace:

1 2 4s e2s 5—3
a) G(s>:§+s2—7+s2+2+ s 2 G(S):ln(s—l—l)
e=2 B 1
b) G(s) = s24+25—1 d) G(s) = (s2 4 1)?

P2. Use transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial

1 si5<t<0
y Y=Y 0 en otros casos

Sujeta a la condicién inicial y(0) = ¢'(0) = 0.
P3. Use transformada de Laplace para resolver la ecuacién integro-diferencial

¢ t si0<t<1
y/+2y+/y(7')d7':{ 2—t sil<t<?2
0 0 si2<t

Sujeta a la condicién inicial y(0) = 1.

P4. Resuelva el siguiente sistema lineal, especificando su matriz fundamental canénica:

~1 1 1 0 ~1
X=(0 21)x+[e*], Xx0=/(o0
0 01 —e? 1

Solucién: La matriz fundamental canénica vendrd dada por ®(t) = e (acd t, = 0),
por lo que convendra diagonalizar la matriz A. Los valores propios estan dados por

—1-X 1 1
pA =] 0 2=x 1 [=(=1-XN2-N1=-X) = AM=-1X =2 =1
0 0 1-2x

Luego, A es diagonalizable pues tiene 3 valores propios distintos (y es cuadrada de 3 por
3). Los vectores propios vienen dados por:




» \; = —1. Encontramos (u, v, w) tal que (A + I)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

0 1 1 U 0
R

03 1|[v]=[0] = {“ c

00 2 \w 0 v=w=0

Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1,0, 0).

= \y = 2. Encontramos (u,v,w) tal que (A — 21)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

31 1\ [u 0 .
0o 0 -1/ \w 0 =0

Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1,3, 0).

» A3 = 1. Encontramos (u,v,w) tal que (A — I)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

-2 11 u 0
_9 —
0 1 1)[v]=[0] = { utvtw=0
0 00/ \w 0 D=0
Juntando las ecuaciones, se encuentra que © = 0 y v = —w. Tomando w = 1, se

obtiene el vector propio (0, —1,1).

Asi, A admite la descomposicion

1 1 0 1 00 11 O
A=(0 3 -1 2 0]10 3 — —¢ PP
0 0 1 0 1 0 0
Para la matriz inversa, ocupamos el algoritmo de Gauss:
11 0 100 1 10 1 00 110 1 0 0
03 -1/010]—-(030]011]—=(0101]01/3 1/3
00 1 0 01 0 01 0 01 0 01 0 0 1
1 00 1 -1/3 -1/3
-0 1010 1/3 1/3
0 01 0 0 1

Con esto, la matriz fundamental candnica del sistema X' = AX es

0\ /et 0 0\ /1 -1/3 —1/3
—1] o e o]0 1/3 1/3

1
d(t) = et = PP = |0
0 0 0 ¢ 0 0 1

1
3
0
Ly g2t g2t ot
e
3 3
— 0 €2t €2t _ et)

0 0 et




Por otro lado, una matriz fundamental seria simplemente

11 0 et 0 0 et e
M(t)=Pe" =0 3 -1 0 e 0] =0 3e* —¢
00 1 0 0 é 0 0 ¢

La soluciéon homogénea del sistema vendria entonces dada por

et o2t _ gt o2t _go—t
€ 3 -1 3

Xty =2(t)X(0)=| 0 et e — ¢t 0 | =[e*—-¢
0 0 et 1 e

Nota importante: Si ocupan la matriz fundamental, entonces pueden 1) escribir la so-
lucién homogénea como Xj,(t) = M (t)M(0)~* Xy (que serfa equivalente a lo recién hecho)
0 2) escribir la solucién en forma general como X, (t) = M(t)C para C = (C},Cy, C3) un
vector de constantes reales y luego encontrar C' resolviendo el sistema M (0)C' = X (0).

La solucion particular vendra dada por

t 0 " ei(tis) e2(t—s) _—(t—s) e2(t—s) _e—(t—s) 0
3 3
Xp(t) = / eA(t—s) e2s ds = / 0 e2(t=s) p2t=s)"_ pt—s 025 ds
0 625 0 0 0 6t—s _625
t 0 0
=/ et | ds= e ¢l
0 _et—l—s et - e2t
Asi, la solucién del sistema es
62t—4€7t O 62t_4e—t
3 3
X)) =Xt)+ X,(t) = [e* —et | + | e —e' | = [ 2e* —2¢
et et — @2t 2€t _ e2t




Resumen de contenidos




-

Teorema (Férmula de Variacién de Parametros). Considere el sistema lineal

X' = A()X + B(t)
& {X(to) = Xo

i) Si ® es la matriz fundamental canénica del sistema homogéneo X’ = A(t) X, entonces la
solucién de (5) estd dada por la Férmula de Variacién de Parametros:

X(t) = ®(t) X, + (1) /t ®(s) "' B(s)ds

to

ii) Si M es una matriz fundamental del sistema homogéneo X’ = A(t)X, entonces ®(t) =
M (t)M (ty) ! es la matriz fundamental canénica de X’ = A(#)X y la solucién de (5), en
virtud de i), se escribe como

X(t) = M()M(to) " Xo + M(?) /t : M(s)"'B(s)ds

A(t—to) A(t—to)

iii) Més atn, si A es una matriz constante, entonces ®(t) = e , es decir, e es
la matriz fundamental canénica de X' = AX y la solucién de (5), en virtud de i), se
escribe

t
X(t) = eAt0) X, + / eAt=*)B(s)ds

to

Teorema (Sistema lineal con A diagonalizable). Considere el sistema lineal X’ = AX +
B(t), donde A es una matriz constante y diagonalizable, con descomposicion A = PDP~1,
valores propios Ay, ..., \, vy los vectores propios vy, ..., v, respectivos. Entonces:

i) Una matriz fundamental de X’ = AX estd dada por
M(t) = PePt = (eMtuy|. .. [eMtu,)
y luego la matriz fundamental candnica es ®(t) = M (t)M(0)~* = PeP*P~1.

ii) La solucién homogénea asociada al sistema homogéneo X’ = AX admite las siguien-
tes escrituras, donde C' = (C4,...,C,) es un vector de constantes arbitrarias reales o
complejas.

Xi(t) = PeP'C = CreMtuy + - - - + CrePrtu,

t
iii) La solucién particular tiene la forma X, (t) = P/ ePt=9 P=1B(s)ds

to

Con lo anterior, la solucién general se escribe como X (t) = X, (t) + X, (1).

A




