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Auxiliar 12: Repaso C3

Calcule las transformadas inversas de las siguientes funciones en el dominio de Laplace:

1 2 4s =% s—3
D) GO =5+t 0 6= ()

s+1
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) G) = e D= Gy

Use transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial

1 siB<E<20
y Y=Y 0 en otros casos

Sujeta a la condicién inicial y(0) = ¢/(0) = 0.
Use transformada de Laplace para resolver la ecuacién integro-diferencial

¢ t si0<t<1
y’+2y+/y(7’)d7':{ 2—t sil<t<?2
0 0 si2<t

Sujeta a la condicién inicial y(0) = 1.

Resuelva el siguiente sistema lineal, especificando su matriz fundamental canénica:
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0 0 1 —e2t 1



Resumen de contenidos

Definicién (Transformada de Laplace). Sea f : [0,00) — R una funcién integrable. Se
define la Transformada de Laplace de f como

LI (s) = / et ()dt

para aquellos s € R tales que la integral anterior converja. En caso que la integral anterior
exista para s > ¢ para c algin nimero que depende de f, se dird que ¢ es la asintota de la
transformada.

Proposicién (Linealidad de £[-]). La Transformada de Laplace es un operador lineal (sobre
funciones), es decir, para todo par de funciones f y g integrables y A € R se tiene

LIf+Agl=L[fl+AL][g]

Definicién (Funcién de orden exponencial). Sea f : [0,00) — R una funcién. Se dird
que f es de orden exponencial si existen constantes M > 0y « € R tales que |f(t)| < Me™
para todo t > 0. Al menor o € R que satisfaga lo anterior se le denomina orden exponencial
de f y en tal caso denotamos C, al conjunto de todas las funciones de orden exponencial a.

Definicién (Convolucién de funciones). Sean f,g € C, para algin o € R. Se define la
convolucion de f y g como la funcién

(f*g)(8) == / £()g(t — s)ds = / £t — 9)g(s)ds

Proposiciéon. El producto de convolucién es conmutativo, asociativo y distribuye con respecto
a la suma en C,, es decir, para todas f, g, h € C, se tienen:

1. fxg=g=*f (conmutatividad).
2. (f*xg)«xh= fx(g=h) (asociatividad).

3. fx(g+h)=fxg+ f=h (distributividad sobre la suma en C,).




Teorema (Lerch). Si f y g son funciones de orden exponencial tales que L[f] = L][g],
entonces f = g (salvo, quizds, en la unién de puntos de discontinuidad de f y g).

Definicién (Antitransformada de Laplace). Sean f : [0,00) = Ry p: (s,00) = R
funciones, donde f es de orden exponencial y s es la asintota de la transformada de f, tales
que L [f] = p. Entonces f se llama la antitransformada (de Laplace) de la funcién p y lo
denotamos L7 [p] = f. El operador £7![-] de antitransformada estd bien definido gracias al
Teorema de Lerch y es lineal.
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Cuadro 1: Transformadas de Laplace méas importantes.







Observaciones:

La Tranformada de Laplace es un operador que actia sobre funciones y entrega otra
funcién. Tener muy presente que los objetos L [f] y £[f] (s) no son lo mismo: el primero es
la Transformada de Laplace de f, y el segundo es la Transformada de Laplace de f evaluada
en s.

Cada vez que se escribe L[f(t)] (s) en lugar de L[f](s) se estd cometiendo un abuso de
notacidn, pues f denota a la funcién y f(¢) es la funcién evaluada en t. Cometemos este abuso
de notaciéon solamente para reconocer facilmente la funcién a la que le estamos
calculando su Transformada de Laplace. Por esto, L£[f ()] siempre debe entenderse
como L [f], y es esta iltima notacién la mas formal o rigurosa.

Las Transformadas de Laplace méas importantes se adjuntan en la Tabla 1 y adquieren tal
calificativo por constituir la base para el calculo de transformadas mas dificiles, con ayuda
de las propiedades de L [].

La Transformada de Laplace convierte ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebrai-
cas. Nos despojamos del enfoque tipico de los capitulos anteriores, es decir, aplicaremos L[]
en nuestras EDO y despejaremos la transformada de nuestra funcién incégnita, para concluir
calculando la antitransformada de la expresién resultante.

Dado lo anterior, es muy 1til (nuevamente) tener presente el procedimiento de descompo-
siciéon en fracciones parciales.

Gracias a Pablito Zuniga por su resumen < 3



