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P1l. Para «, 8, v € R, considere el sistema de EDOs lineal X'(t) = AX (¢), t > 0, donde

a B v
A=10 o B
0 0 «o

a) Pruebe que A se puede escribir como
A=B+C

donde B € M3(R) es un multiplo de la matriz identidad y C' € M3(R) es otra matriz. Pruebe
que C es nilpotente, es decir pruebe que C* es la matriz nula a partir de un cierto entero k € N.

Solucién: De acuerdo a la estructura que tiene A, podemos escribir:

a B v 100 0 B8 ~v
A=10 a Bl =al0 1 O]+1(0 0
0 0 « 0 0 1 0 0 O

Con B, la primera matriz con una constante « y la segunda matriz, como C.
Por otro lado,

0 6 ~ 0 8 ~ 00 p?
c*=10 0 B 00 gl=(00 0
000 000 00 0
00 B2 0 8 v 0 00
c3=100 0 00 B]l=1(000
00 0 000 00 0

Por lo tanto, C es una matriz nilpotente.

b) Calcule eB y e usando la definicién de exponencial de una matriz, es decir, la definicién en
serie de potencias.



Solucién: Notemos que

2
2
B
1

¢) Pruebe que eBTC = eBeC.

Solucién: Observemos que

BC = al3 =aC = aCl3 = C(als) = CB.

Por lo tanto, dado que B y C conmutan, se tiene que

d) Calcule e y escriba la solucién general de la EDO.

Solucién: Por el item anterior, tenemos

1Bt oyt 4 EL
el = (t(B+O) _ otB+IC _ B iC _ gatr [ Bt
0 0 1
1Bt 4 B
=e*- [0 1 Bt
0 0 1

Asi, la solucién general del problema X'(t) = AX(t) con t > 0 viene dada por




donde Cy, Cy y Cs son constantes arbitrarias.

P2. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condicién inicial:

" +y=H(t)
Y +x=46(t)
2'(0%) = z(07) =¢/(07) =y(07) =0

Solucién: Apliquemos la Transformada de Laplace a cada una de las ecuaciones. Para la
primera, obtenemos

La" +y](s) = LH(1)] (5)
— L [:c”] (s)+ Ly = -

— s°L[z] (s) —s2(0T) — 2/ (0) + L[y] (s) = 1

S

= L[] (5) + L) (5) = -

Para la segunda, tenemos
Ly +a](s)=L [5(t)] (5)
LIy"] (s)+ [ (s) =
= s Lyl (s) —sy(0 )—y(0+)+ﬁ[ﬂ?](8)=1
= LIyl (s) + L2](s) = 1

Multiplicando la primera ecuacién por —s? y sumando con la segunda, se obtiene

) -
)

1—s 1
(1—-sY)Lla](s)=1~s = E[y](s):1_84:(1+3)(1+32)




Separemos la funcién racional obtenida con fracciones parciales:

A B+ Cs 1

1+s+ 1+s2  (1+s)(1+s?)
= A1+ )+ (B+Cs)(1+s) =1
<= A+As’+ B+ Bs+Cs+Cs* =1
— (A+C)s*+(B+C)s+A+B=1

A4+C=0
— (B+C=0
A+B=1

La resolucién de este sistema entrega A =1/2, B=1/2y C = —1/2, con lo que
1 1 1—s 1 1 S

Lle](s) = AT+rs)11s?) 20+s) 20+s9) 20+s 20+ 201+

Tomando antitransformada y usando las transformadas conocidas, se obtiene

L ! :
ot) =L {2(1+s) ek 2(1+52)} "

e[ 0 e [ 0t [l

2

et t t

:7+sen()7cos()
2 2 2

Para determinar y(t), reemplazamos en la segunda ecuacién del sistema, obteniendo

y(t) = H(t) —a"(t) = H(t) - % + Se’;(t> _ CO82(15)

P3. Resuelva la siguiente ecuacién integro-diferencial con condicién inicial:

{y’(t) = sen(t) + fot y(t — s) cos(s)ds
y(0) =0



Solucién: Apliquemos la Transformada de Laplace a la ecuacion:
Ly (t)](s)=L [sen(t) + /0 y(t — s) cos(s)ds} (s)
SLIY()(s) — y(0) = Llsen(t)](s) + £ [ /0 y(t —s) cos(s)ds] (s)

SEIO) = o + £l = cos(DO]6)
SEO)() = - + Lly(D](s)EleosD] (5
SEONs) = o + L))
L0)6) = 5 = s (+) = s lals) = S
y(t) = t;

P4. Demuestre que

Indicacién: defina G(t) := [;° Cfi(;ﬁ) dx y calcule su Transformada de Laplace.

Solucién: Siguiendo la indicacién, definimos G(t) := [;* Cﬁ%

o0 _ o t.'I:)
LG (s) = o o57) 1) at
G- [T ([T

00 oo ,—st

:/ / e~ * cos(tx) drdt
0 0 1 + .'Ez
00 oo ,—st

:/ / e cos(;fx) dtd
0 0 1 +x
oo 1 o

:/0 a2 </0 e st cos(tm)dt) dx

/°° L [cos(tz)] (S)dx
0

y luego

o0 S o0 dz
:/0 (1+x2)(82+x2)dx:3/0 (1+ 22)(s2 + 22)




Separemos por fracciones parciales la funcién integrada:

1 _Ar+B  Czx+D
(14 22)(s2 +22) 1+ 22 + s2 + x2
= 1=(A4+0C)2® + (B+ D)z’ + (As* + C)x + Bs* + D
= A+C=0,B+D=0,As"+C=0,Bs*+D=1
1
21

< 1= (Az+ B)(s* + 2°) + (Cz + D)(1 + 2?)

1
— A=0B=-——C=0D=—
s2—1

Luego,

o0 dx
el = [ g

s /°° de s /‘X’ dx

821 )y 1422 s2-1), s2422
s o0 1 dz/s

=% _arct ’ -

7 retan(@)| 52—1/0 1+ (2)2

B s T 1 T\ |o©
= oy e ()]
_ s T 1 T
Cs2—-1 2 s2—-1 2

s s
= —— —1:
RS AR A Try

Tomando antitransformada, se concluye que

Gt) = £ [2(311)} ) =T [ 1 ] 0T

y con esto,




