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P1l. Para «, 8, v € R, considere el sistema de EDOs lineal X'(t) = AX (¢), t > 0, donde

Auxiliar 14: Transformada de Laplace 2
Profesor: Axel Osses A.
Auxiliares: Ignacia Echeverria H. y Pablo Zuniga R.

a By
A=10 o B
0 0 «
a) Pruebe que A se puede escribir como
A=B+C

donde B € M3(R) es un multiplo de la matriz identidad y C' € M3(R) es otra matriz. Pruebe
que C es nilpotente, es decir pruebe que C* es la matriz nula a partir de un cierto entero k € N.

b) Calcule eB y e® usando la definicién de exponencial de una matriz, es decir, la definicién en
serie de potencias.

¢) Pruebe que eBTC = eBeC.

d) Calcule et y escriba la solucién general de la EDO.
P2. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condicién inicial:

2" +y = H(t)
y' +x=46(t)
'(0%) = z(07) = ¢/(07) = y(07) =0

P3. Resuelva la siguiente ecuacién integro-diferencial con condicién inicial:

{y’(t) = sen(t) + fot y(t — s) cos(s)ds

P4. Demuestre que

Indicacién: defina G(t) := fooo Cfi(;ﬁ) dz y calcule su Transformada de Laplace.



Resumen de contenidos

Definicién (Exponencial de una matriz). Sea M € M,,,(R) una matriz cuadrada. Se
define la exponencial de M como
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Proposicién (Propiedades de la exponencial de una matriz). Sean A, B € M,,(R)
matrices con coeficientes constantes y s,t € R. Se tienen las siguientes propiedades:

Onnt — 40 = T (0, es la matriz cuadrada con entradas nulas).

(eAt) = AeAt = et A (donde ' : j)
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. En particular, e es invertible con (e4*)~! =e
d) AB = BA <= Be? = ¢4'B para todo t € R.

e) AB = BA = ¢ATB)t — ¢AteBt hara todo t € R.

Definicién (Transformada de Laplace). Sea f : [0,00) — R una funcién integrable. Se
define la Transformada de Laplace de f como

L] (s) = /0 T et ()t

para aquellos s € R tales que la integral anterior converja. En caso que la integral anterior
exista para s > c¢ para c algin nimero que depende de f, se dird que c es la asintota de la
transformada.

Proposicién (Linealidad de £ [-]). La Transformada de Laplace es un operador lineal (sobre
funciones), es decir, para todo par de funciones f y g integrables y A € R se tiene

L[f+Agl=L[f]+AL]g]

Definicién (Funcién de orden exponencial). Sea f :[0,00) — R una funcién. Se dird que
f es de orden exponencial si existen constantes M > 0y « € R tales que |f(t)| < Me* para
todo t > 0. Al menor a € R que satisfaga lo anterior se le denomina orden exponencial de f
y en tal caso denotamos C, al conjunto de todas las funciones de orden exponencial a.

Definicién (Convolucién de funciones). Sean f,g € C, para algin o € R. Se define la
convolucion de f y g como la funcion

(f*g)(t /f t—sds—/ft—s




Proposicién. El producto de convolucién es conmutativo, asociativo y distribuye con respecto
a la suma en C,, es decir, para todas f, g, h € C, se tienen:

a) f*g=gxf (conmutatividad).

b) (f*g)*h=f=x(gxh) (asociatividad).

c) f+x(g+h)=f=*g+ f=h (distributividad sobre la suma en C,).

Proposicién. El producto de convolucién es conmutativo, asociativo y distribuye con respecto
a la suma en C,, es decir, para todas f, g, h € C, se tienen:

a) fxg=gx*f (conmutatividad).

b) (f*g)*h=f=x(gxh) (asociatividad).

c) f+x(g+h)=f=*g+ f=h (distributividad sobre la suma en C,).

Definicién (Antitransformada de Laplace). Sean f : [0,00) — Ry p : (s,00) — R
funciones, donde f es de orden exponencial y s es la asintota de la transformada de f, tales
que L[f] = p. Entonces f se llama la antitransformada (de Laplace) de la funcién p y lo
denotamos L7 ! [p] = f. El operador £~![-] de antitransformada estd bien definido gracias al
Teorema de Lerch y es lineal.
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Cuadro 1: Transformadas de Laplace mas importantes.




Proposicién (Propiedades de la Transformada de Laplace). Sean f : [0,00) — Ry
g : [0,00) — R funciones de orden exponencial e integrables, y a € R. Entonces se tienen las
siguientes propiedades:

a) Transformada de Laplace de las derivadas. Para todo n € N, se tiene que

n—1

L] () = s"L[£)(5) = 32 5" 0 (0)

k=0

b) Transformada de Laplace de una primitiva.

e] [ s = 22106 -1 [ o
C) Traslaciéon en el dominio temporal.
LIH( — a)f(t - a)] (5) = L 1] (5
d) Traslacién en el dominio de frecuencias.
LU —a) = £ [ (1) (5)
e) Derivadas de la Transformada de Laplace.
N

TR LUWDI(s) = (CO L) (5)

f) Integral de la Transformada de Laplace.
/O LIf] (w)du = - [fm (s) +/0 fit)dt

g) Transformada de Laplace de funciones periédicas. Si f es T-periddica, entonces

1 g —st
LU = o= [
h) Transformada de Laplace de una convolucién.

L(fxgl(s)=LI[f1(s)L]g] (5)




