Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA2601-4 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
6 de junio de 2022

fefm

Auxiliar 13: Transformada de Laplace
Profesor: Axel Osses A.
Auxiliares: Ignacia Echeverria H. y Pablo Zuniga R.

P1. Calcule la Transformada de Laplace de las siguientes funciones:

a) senh(t).

Solucién: Recordemos que el seno hiperbdlico es senh(t) = 6t7267t. Usando esto mas la

linealidad de £[-] y la transformada de e, obtenemos

clenn(0] () = £ =5

1 _
el - £ )
11 1y 1
S 2\s—1 s+1) s2-1
b) (Propuesto) cosh(t). Indicacién: Recordar cosh(t) = %

. 2 . /1 ty ot ,
Solucién: Recordemos que el coseno hiperbélico es cosh(t) = % Usando esto mas la

linealidad de £[-] y la transformada de e, obtenemos

et +et

L [cosh(t)] (s) = L { 5 ] (s)
(L[] +Lle](5)

1 n 1 - S
s—1 s+1) s2-1

DN — DN =

c) e sen(wt).

Solucién: Usemos la propiedad de la Traslacién en el dominio de frecuencias, pro-
bada en P1. b). Poniendo f(t) = sen(wt) y a = o en dicha propiedad, se obtiene que

w

r [ecrt sen(’wt)] (s) = L[sen(wt)] (s — o) = m

d) (Propuesto) e’ cos(wt).



Solucién: Usemos la propiedad de la Traslacién en el dominio de frecuencias, pro-
bada en P1. b). Poniendo f(t) = cos(wt) y a = o en dicha propiedad, se obtiene que

S

L [e7* cos(wt)] (s) = L [cos(wt)] (s — o) = (s—0)2+uw?

e) t* con k € N.

Solucién: Sea k € N fijo. Usemos la propiedad de la Derivada de una transformada,
probada en P1. ¢). Reemplazando f =1 en dicha propiedad, se obtiene

k
L[] ) = (0F L) () = (0F T = (Rt =

P2. Determine la Transformada Inversa de Laplace (o Antitransformada) de las siguientes funciones:

86—23
CL) 5244s5+13°

Solucién: Sea f la antitransformada de Gracias a la propiedad de traslacién en

el dominio temporal podemos escribir

s
s24+4s+13°

86728 oy B

T LU@Is) = LIHE=2)f (- 2)](s)
se” 28
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Ahora, para determinar f, simplemente notamos que

s _ s _ s s+ 2-2
s2+4s+13  s2+4s+4+9  (s+2)24+9  (s+2)2+9
s+ 2 2

T (s+2249 (s+2)2+49
— L lcos(30)] (s +2) — ;.c fsen(36)] (s + 2)

2
=L [e‘Qt cos(3t)] (s) — gﬁ [e_% sen(3t)] (s)
Tomando antitransformada, se tiene que

L1 [32—1—;4—13} (t) = e 2t cos(3t) — ge_% sen(3t) = f(t)

Juntando todo lo anterior, se concluye

se~2s
£t [824-45-1-13] (t)=H(t —2) <e—2<t—2> cos(3(t —2)) — 26—2@—2) sen(3(t — 2)))

b) In (3—;}) s> 1.



Solucién: Sea f la antitransformada de In (52_1>. Gracias a la propiedad de la derivada

s2+1
de la transformada se tiene que

— HEVWI6) =

—1)(s2+1)
4s
(s—1)(s+1)(s2+1)

— —LIFD](s) =

Separamos en fracciones parciales la funcién racional de la derecha, es decir, encontramos
A, B, C y D tales que

4s A B Cs+D
G-De+0#+1) s—1 s+1 " &2+1
= ds=A(s+1)(s>+ 1)+ B(s —1)(s> + 1)+ (Cs + D)(s — 1)(s + 1)
&= 4s=(A+B+C)s+ (A-B+D)s>+(A+B-C)s+A—B-D
— A+B+C=0,A-B+D=0A+B-C=4A-B-D=0
— A=1,B=1,C=-2,D=0

Con esto, tenemos

1 1 2
—LRIONS) = =+ 7~ g

e tf() = L L_ll] (t) + £ [1] Y [ s ](t)

s+1 s2+1

— —tf(t) =€ +e ' —2cos(t)
2cos(t) —et —et
t

— f(t) =

P3. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando Transformada de Laplace:

a) #" — 2" +a2' —x =0, z(0) =1, 2/(0) = 2, z”(0) = —1.

Solucién: Apliquemos Transformada de Laplace a la ecuacién diferencial:

Lz" —a" 2" —x] (s) = L[0] (s)
< L[2"](s) = L[2"] (s)+ L[] (s) = L[z] (s) =0

Calculando cada término por separado:

L") (s) = s’L[z] (s) — s22(0) — s2/(0) — 2”(0) = 3L [x] (s) — s — 25 + 1
L[2"] (s) = s*L[z] (s) — s2(0) — 2/(0) = s> L [z] (s) — 5 — 2
L] (s) = Sﬁ[ ] (s) —2(0) = [ J(s) -1




Juntando todo:

L[] (s) —s? =25 +1—82L[x](s) +s5+2+sL[x](s) =1 —L[z](s) =0
s24+5—2
(s+2)(s—1) (s+2)(s—1) s+2 s 2

R A ATy s gy Sl gy 3 G § Rl priy B S

= (82— s 1)L (s) s —s5+2=0 <= L[z](s) =

Tomando antitransformada, y utilizando las transformadas conocidas, concluimos que:

x(t)zﬁ_l[ s 2 }(t)

32+1+32+1

— ! L“Zil] (t) + 2L [3211] (t)

= L7 [L[ecos()] (s)] (£) + 2L7" [L[sen()] (5)] (1)
= cos(t) + 2sen(t)

b) y' — 4y +4y =e*, y(0) =y (0) = 1.

Solucién: Apliquemos Transformada de Laplace a la ecuacién diferencial:
L [y" — 4y + 4y] (s)=L [e%] (s)
= L[y (s) —4L[Y] () +4L[y] (s) =

s—2
= s°L[y] (s) — sy(0) — /' (0) — 4(sL [y] (s) — y(0)) + 4L [y] (s)

= LY (s) —s —1—4(sLyl (s5) = 1) +4L[y] (s) =

<:>(s2—4s+4)ﬁ[y](s)—s+3:$
1 5s—3
(s2—4s+4)(s—2) +32—43—1—4
1 s—3
(s—2p " (s—2p
=0 =2 g 027 750 0

s—2

= Lyl (s) =

= Lyl (s) =

Usando las propiedades de la Transformada de Laplace y transformadas conocidas, se
obtiene

£~ [( _12)3] (t)=e*L™! [1} (t) = the*




con lo que se concluye

P4. Sean w > 0, n > 1. Denotaremos L,, = L[sen"(wt)]. El objetivo es calcular L,, para cada n > 1.

a) Calcular Ly y Lo. Indicacién: Calcule L[] para a € C y utilice convenientemente la lineali-
dad de L[] en la férmula e®! = cos(wt) + i sen(wt).

Solucidn: Siguiendo la indicacién, calculamos

Lle)(s) = [ e et = [ elemap = clo-on
0 0

oo
a—s 0
La expresion anterior tiene sentido para s > Re(a), dando como resultado

1

s—a

Lle™)(s) =

Luego, si a = iw, se obtiene la férmula

; 1 s+ iw s w
noy B _ ,
£le™(s) = s Prud FAw

wt

Por otro lado, como e™! = cos(wt) + i sen(wt), se tiene por linealidad de L[] que

s Lw

s i = L1e™(s) = Lleos(wh)](s) + iLlsen(wh)](s)

Por igualdad de niimeros complejos, se concluye que

w

Li(s) = Llsen(wt)l(s) = =3

(y ademas L[cos(wt)](s) = 5)

52 + w?

Por su lado, calculamos Ly por definicién

L[sen?(wt)](s) = /000 e~ sen’(wt)dt

_ /OO - (1 — cos(2wt)> gt
0 2
</ e_Stdt—/ e st Cos(2wt)dt>
0 0

(L[1](s) — L[cos(2wt)](

1
(s 52 + 4w2 32 + 4w2)

b) Pruebe que L, = L, o — L[sen"?(wt)cos?(wt)] para cada n > 3. Indicacién: Considere
integrar por partes en b) y c).



Solucién: Sea n > 3. Calculando L,, por definiciéon, se tiene que
Llsen™ (wt)|(s) = /000 e *sen™ (wt)dt
= /000 et sen" "% (wt) sen? (wt)dt
= /000 e 5t sen™ 2 (wt)(1 — cos?(wt))dt

o0 o
= / e St sen™ 2 (wt)dt — / et sen™ % (wt) cos? (wt)dt
0 0

= L[sen" 2 (wt)](s) — L]sen™ 2 (wt) cos? (wt)](s)
= L, _o(s) — L[sen™ 2 (wt) cos?(wt)](s)

¢) Compruebe que

E[sen”2(wt)cos2(wt)](s)—< L& )>Ln

n—1 w?n(n—-1

para cada n > 3.

Solucién: Nuevamente, hacemos el calculo por definicion:
(0.9}
L[sen™2(wt) cos®(wt)](s) = / et sen™ % (wt) cos? (wt)dt
0
o0
= / e~ cos(wt) sen™ 2 (wt) cos(wt)dt
0

Para integrar por partes, hacemos
u=e *cos(wt) = du = (—we *'sen(wt) — se” cos(wt))dt
sen ! (wt)

dv = sen" " %(wt) cos(wt)dt = v = W= 1)

obteniendo

/ e~ % cos(wt) sen™ 2 (wt) cos(wt)dt
0

et cos(wt W /

0 —we*St sen(wt) — se*" cos(wt))dt
n _

nfl

oo o
w/ et sen” (wt)dt —|—S/ et sen™ ! (wt) cos(wt)dt
TL — 1 0 0

sen” t)](s)

P E— (wLn e_‘gt sen™ ! (wt) cos(wt)dt)

e=]




Para la integral faltante, hacemos

u=e % — du=—se tdt

n
t
dv = sen" " (wt) cos(wt)dt = v = sen”(wt)
wn

obteniendo

o0
/ e~ sen " (wt) cos(wt)d 7MT( / tsen™ (wt)dt = iLn(s)
0 wn wn

L[sen™(wt)](s)

con lo que finalmente se obtiene

/0°° e~ cos(wt) sen™ 2 (wt) cos(wt)dt = w(nl—l) (wLn(S) + isz"(s)>

- <n i 1 w2n(8:— 1)) Lu(s)

d) Deduzca que

w?n(n — 1)
Luls) = e Ln2(®)

Solucién: De la parte b) y ¢) se tiene que

1 52

n—1+w2n(n—1)

Ln(s) = Ly_2(s) — L[sen™ 2(wt) cos?(wt)](s) = Lp_a(s) — ( ) L, (s)

Despejando Ly (s), se concluye que

2
wn(n —1)
Ln(s) w?n?2 + 52 n-2(s)
En resumen, se tiene que
2}:1”2 n=
Lo(s) = { 2% =2
n<s> ) s(s?+4w?) n
2 1
12,27;(27182) Ly o(s) n>3




