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P1. (Propuesto) Encuentre la solucién general del siguiente sistema lineal de orden 2:

Auxiliar 11: Sistemas Lineales
Profesor: Axel Osses A.
Auxiliares: Ignacia Echeverria H. y Pablo Zuniga R.

2 0 0
X'=|-2 -1 2|x
-1 -1 2

Indicacién: diagonalice la matriz del sistema e introduzca un cambio de variable adecuado para
obtener tres ecuaciones de segundo orden independientes entre si.

Solucién: Diagonalicemos la matriz del sistema. Para ello, encontramos los valores propios en
las raices del polinomio caracteristico asociado:

2—A 0 0
PN =] -2 —1-Xx 2 [=@-N)((-1-N2-N)+2)=A2-N(A-1)
-1 -1 2—A

de donde A\ = 0, A2 = 1 y A3 = 2 son los valores propios de la matriz. Ahora, calculamos los
vectores propios asociados:

» \; = 0. Buscamos (u,v,w) € R? tal que (A — \I)(u,v,w) = A(u,v,w) = (0,0,0):

2 0 0\ [u 0 2u=0
-2 -1 2 v|=(0] < {2u—v+2w=0
-1 -1 2 w 0 —u—v+2w=0

Como u = 0, se tiene que v = 2w, con lo que tomando w = 1 se obtiene el vector propio

(0,2,1).
= )y = 1. Nuevamente buscamos (u, v, w) € R3 tal que (A— o) (u, v, w) = (A—1T)(u,v,w) =
(0,0, 0):
10 0\ [u 0 u=0
-2 =2 2 v]=10|] &< {2u—-2v+2w=0
-1 -11 w 0 —u—v+w=20

Como u = 0, las otras ecuaciones nos dicen que v = w. Tomando w = 1, se obtiene el
vector propio (0,1,1).
= A3 = 2. Nuevamente buscamos (u, v, w) € R? tal que (A—X31)(u, v, w) = (A—21)(u,v,w) =




(0,0,0):

0 0 0 u 0
—2u — 2w =
2 -3 2 v:0<:>{“3v+w0
1 -1 0/ \w 0 —u—v=0
La segunda ecuaciéon nos dice que v = —u, y reemplazando en la primera se obtiene
w = —u/2. Tomando u = 2, se obtiene el vector propio (2, —2,—1).
Con todo lo anterior, podemos escribir
2 0 0 00 2\ /000 /0 0 2\
-2 -1 2|=(21 —2||o 10|21 —2| = PDP!
-1 -1 2 11 -1 0 0 2 11 -1

de modo que el sistema queda X” = PDP~'X. Multiplicando por P~! a la izquierda, el
sistema anterior se escribe de forma equivalente como P~'X” = DP~!'X. Haciendo el cambio
de variable (y1,y2,y3) =Y = P71X, se tiene que Y” = P~1 X" con lo que

X"=prDP'X %% Y"=DY

,Qué se ha ganado con este cambio de variable? El nuevo sistema de segundo orden esta
compuesto por ecuaciones diferenciales de segundo orden independientes entre si, pues D es
una matriz diagonal. En efecto,

i

n 00 0\ [n yi =0
Y'=DY = |p| =(0 1 0] (] = (=
Y3 0 0 2 Y3 yg:2y3

Luego, usando el polinomio caracteristico, las soluciones de las tres ecuaciones anteriores son

y1(t) = C1 + Cot,  ya(t) = Cse' + Cue™,  ys(t) = Cse¥2 + Cge V2

donde C1,...,Cs € R son constantes. Recuperando el cambio de variable, se obtiene
00 2 Cr+ Cat
X=PY=1[2 1 -2 Cse! + Cyet
11 =1/ \CseV? + Cge V2
0 0 2
=(C1+Caot) [ 2] + (Cget + C467t) 1]+ (056\/515 + C@Qiﬁt) -2
1 1 -1
|

P2. Encuentre la soluciéon general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2t

v =2r+y+e
Y =x+2y—e”



Solucién: Definiendo X = (z,y), el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas puede llevarse
a un sistema lineal de primer orden no homogéneo dado por

, (21 e 2t
o= (o) (G

Denotaremos por A a la matriz del sistema y B(t) al término no homogéneo. Por férmula de
Duhamel, la solucion del sistema estara dada por

X(t) =Moo+ /eA(t_S)B(s)ds
donde C' € R? es un vector de constantes. Para calcular e’ diagonalicemos A. Los valores

propios estaran dados por las raices del polinomio caracteristico de la matriz:

2-x 1
p(/\)Z‘ 1 2_A‘

de donde, igualando a 0, se tiene que A\; = 1 y A2 = 3 son los valores propios. Los vectores
propios asociados son:

=(2-)7-1

» \; = 1. Buscamos (u,v) € R? tal que (A — I)(u,v) = (0,0):

() )= () e

Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1, —1).

» )y = 3. Nuevamente, buscamos (u,v) € R? tal que (A — 3I)(u,v) = (0,0):

() ()= ) = e

Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1,1).

Con esto, podemos escribir

1= ()=o) 5 () e

y asi la parte homogénea de la solucién estara dada por

Mt pDtpd~_ (1 1\ [ 0[]
Xp(t) =e"C = Pe PC/C—<_1 1> <O 63t> <C§

1 1
(1) ()




P3.

Para la solucion particular, notamos que

t—s
A(t—s) _ p.D(-s)p—1 _ (1 1Y (e 0 \1/1 -1
¢ =P TP = <—4_ 1) < 0 e3ﬁ—$> 2 \1 1
1
2

con lo que
7 1 et=s o+ 63(1‘/73) _etms o e3(7575) e—2s
A
/6 (¢ S)B(S)ds = 5 / <_et—s + 63(15—5) et=s 63(15—5) _e2s ds
el=3s =38 e 2t /1
e () ()
De este modo, la solucién general del sistema lineal no homogéneo esta dada por

xty=aie () v e (1) + 5 ()

(Propuesto) Resuelva el siguiente sistema lineal, especificando su matriz fundamental candnica:

-1 1 1 0 -1
X'=[0 2 1]X+| €|, X@0)=10
0 0 1 —e? 1

Solucién: La matriz fundamental canénica vendrd dada por ®(¢) = e (acd ty = 0), por lo
que convendra diagonalizar la matriz A. Los valores propios estan dados por

—1-A 1 1

p(A) = 0 2-X 1 [=(-1=-XN2=-XN1-X) = M =-1=23=1
0 0 1-A

Luego, A es diagonalizable pues tiene 3 valores propios distintos (y es cuadrada de 3 por 3).
Los vectores propios vienen dados por:

» \; = —1. Encontramos (u,v,w) tal que (A + I)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

01 1 U 0 uwER
00 2/ \w 0 v=w=0
Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1,0,0).

» Ay = 2. Encontramos (u,v,w) tal que (A — 27I)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

-3 1 1 U 0

v=3u
0 0 1 v]=|0] = {
0 0 -1/ \w 0 w=0




Tomando u = 1, se obtiene el vector propio (1,3,0).

» )\3 = 1. Encontramos (u, v, w) tal que (A — I)(u,v,w) = (0,0,0), es decir,

-2 11 U 0
-2 =0
0 1 1]|[v]=[0] = { urvtw
0 0 0/ \w 0 vtw=0
Juntando las ecuaciones, se encuentra que u = 0y v = —w. Tomando w = 1, se obtiene el

vector propio (0, —1,1).

Asi, A admite la descomposicion

11 0 -1 0 0 11 0
A=1[0 3 -1 0 20|03 -1|] =PDP!
00 1 0 01 0 0 1
Para la matriz inversa, ocupamos el algoritmo de Gauss:
11 0 100 110 1 00 110 1 0 0
0 3 -1 01 0)J]—=10 30 01 1]—=10 10 0 1/3 1/3
0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1
1 00 1 -1/3 -1/3
=10 1 0 0o 1/3 1/3
0 0 1 0 0 1

Con esto, la matriz fundamental candnica del sistema X' = AX es

0 et 0 0\ /1 -1/3 -1/3
—-1 0 e o)lo 1/3 1/3

1
d(t) = et = PePlPt = |0
0 1 0 0 € 0 0 1

1

3

0
—t th_e—t eZt_e—t
=10 et et — et

0 0 et

Por otro lado, una matriz fundamental seria simplemente

11 0 et 0 0 et et 0
Mt)=PeP'=[0 3 —1 0 € 0)|=]0 3% —¢
00 1 0 0 € 0 0 ¢

La solucién homogénea del sistema vendria entonces dada por

2t e2t _o—t _1 €2t _ 4ot

€ 3 3 —3

Xnt)=2t)X(0)=| 0 et e ¢t 0 |=|eX-¢
0 0 et 1 et

Nota importante: Si ocupan la matriz fundamental, entonces pueden 1) escribir la solucién
homogénea como Xj,(t) = M (t)M(0)~! Xy (que serfa equivalente a lo recién hecho) o 2) escribir
la solucién en forma general como X}, (t) = M (t)C para C = (Cy, Ca, C3) un vector de constantes
reales y luego encontrar C resolviendo el sistema M (0)C' = X (0).




La solucién particular vendra dada por
; 0 . e_(t_s) e2(t—s)_e—(t—s) eQ(t—s)_e—(t—s) 0
A(t—s) 2 3 3 2
Xpt)=|[ e e*® | ds = 0 e2(t=s) e2(t—s) _ ot—s e | ds
0 _625 0 0 0 et—s —628
¢ 0 0
— / et+s ds = €2t _ et
0 \ _gtts of — o2t
Asi, la solucion del sistema es
et _4et 0 et _4e—t
3 2 _ ot 3
Xt)=Xpt)+ Xp(t) = | e —et | + |2 —el | = | 2e% — 2¢!
ot ol _ 2t 9pt _ o2t
|

P4. Considere el siguiente sistema lineal:
X'(t)=At)X({t)+B(t) tel
con AeC(I)y™yBeCI)m

a) Si X e Y satisfacen la ecuacién anterior, entonces la diferencia entre las soluciones es solucién
del sistema homogéneo.

Solucién: Sabiendo que X,Y son solucién de la ecuacién, es decir, la satisface, se obtiene:

X'(t) = A(t)X(t) + B(t)
Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t)

Al trabajar con la diferencia de X e Y y utilizando las ecuaciones anteriores:

(X() - Y1) =X'(t) - Y'(t) = A(t) X (t) + B(t) — A)Y () — B(t)

A X () — A@D)Y (1) = A(B)(X(E) =Y (1))

Tomando una funcién auxiliar:

H(t) = X(t) - Y(t)
H'(t) = X(t) - Y'(t)

Entonces, reemplazando lo encontrado anteriormente:

Para finalmente:




Siendo asi (X(t)- Y(t)) Solucién del Sistema Homogéneo.
|

b) Si para dos condiciones iniciales Xy e Yp se cumple que si existe un § > 0 tal que || Xo — Yo < 9,
entonces existe un ¢, 7' > 0 se cumple || X (t) — Y (t)|| < e para todo ¢ € [0, T].

Solucién: Para esta pregunta debemos recordar variacién de pardmetros para un sistema
lineal:

t
X(t) = Al x, + / A=) B(s)ds

to

Por ende, tenemos que las soluciones son:

t
X(t) = eAlt—t) x, + / A=) B(s)ds
to
t
Y (t) = Aty 4 / A=) B(s)ds

to

Al trabajar || X (t) — Y (¢)|| se tiene que:

¢ t
1X(t) =Y @) = |let10) X, +/ eAl=3)B(s)ds — A1)y}, —/ A=) B(s)ds

to to
— eA(t—to)XO _ eA(t—to)Y'OH —_ HeA(t—to)(XO _ %)H

A(t—to)

IN

e || Xo — Yol|

Debido a que es una exponencial, el término HeA(t*tO) > 0 y por enunciado, se tiene que

| Xo — Yo|| < 4. Por lo cual, bastarfa tomar un ¢ = eA¢=%) . § tal que || X(t) — Y (t)|| < ¢
para € > 0 con t € [0,7T].
|

P5. En una poblacién de N individuos, existen dos variantes de un gen B y b presentes en proporciones
p > 0y g > 0 respectivamente, con p+¢q = 1. A medida que evoluciona y se mezcla la poblacién, esta
no varia en nimero y puede dividirse en todo instante de la forma z(t) + y(t) + z(t) = N, donde =z,
y, z representa en el nimero de individuos de los tres tipos de combinaciones posibles BB, Bby bb
respectivamente. La evolucién de las poblaciones puede modelarse por el sistema lineal denominado
ecuaciones de Hardy-Weinberg dado por:

' =—qr+ Ly
Y =qr — 3y +p2
Z =2y —pz

a) Escriba el sistema como un sistema lineal homogéneo de matriz A y pruebe que A tiene un
valor propio nulo y dos valores propios reales, negativos, distintos, independientes de p y q.



Solucidén: El sistema puede escribirse como

v’ = —qr+ Gy —q p/2 0
Y =qr—3y+pz <= X'=|q¢ -1/2 p |X
A

donde X = (z,y, z). Calculemos los valores propios de A:

—q—A p/2 0
pN)=[A-XM|=| ¢ -1/2-X p
0 q/2 —p—A
-1/2-Xx p ple  »
— (—q— )\ _b
(=g )' q/2 —p—)x‘ 2‘0 —-p—A
p A 9 Pq P
SEYGEPRE W (EANTEANIID VANED C R & () D S
(—q )<2+2+p+ 2) 2(pq q)
P Ag s pi® o p N, s \pq . Pq  .pq
SR A S VI A 4 SV AN P ST Y 4 SISV
5 T g AT AT 27 72 P TAG T A
1N\ A
=N =X (p+g+s)-Sp+a) - 1—q—p)
2) 72 9
322\ 30 1
__3_7_7:_ 2 el -
=N - A<A+2+2>

donde se usé que p + g = 1. Es inmediato que Ay = 0 es valor propio de A, mientras que
los otros valores propios estan dados por

-3/24+./(3/2)2-4-1-(1/2) -3+1
A2y = 2 T4

)

es decir, Ay = —1/2 y A3 = —1, con lo que queda demostrado que la matriz del sistema
tiene un valor propio nulo y dos negativos independientes de p y ¢q. B

b) Usando lo anterior, demuestre que cuando ¢t — oo el sistema converge a un estado que es pro-
porcional a un vector propio de A asociado al valor propio nulo (llamado estado de equilibrio).

Solucién: Sin calcular analiticamente la solucién del sistema, sabemos que esta puede ser
escrita como

X(t) = Civ + Cge_t/QUQ + Cge_tvg,

donde v; es vector propio asociado a A; y C; € R es constante, para i = 1,2, 3. Luego, es
directo que

0 0

lim X(t) = Civ + CQ’UQM‘F 03’03/11?/\{4,: Civ
t—o0 t 100

es decir, el sistema converge a un estado multiplo del vector propio asociado al valor propio
nulo. &




¢) Calcule dicho vector propio (asociado al valor propio nulo) en términos de p y ¢ y verifique que
en el equilibrio se tiene que
ac:y:z:pzz2pq:q2
Usando esto, si en una poblacién en equilibrio con N = 900 se observa la poblacién z = 100,
estime las poblaciones de equilibrio = e y.

Solucién: El vector propio vy satisface (A—\1I)vg = Avg = (0,0, 0), por lo que resolviendo
este sistema se obtiene

—-q p/2 0 00,1 0 —quo,1 + Bvo2 =0
qg —-1/2 p vop | = (0] <= < quoi— Svo2 +puos =0
0 ¢/2 —p v0,3 0 dvo2 — pro3 =0

La segunda ecuacién es redundante, por lo que trabajamos con la primera y tercera que
son mas simples. De la primera se tiene que vg1 = 2002 Y de la tercera vg3 = 2%11072.
Tomando (convenientemente) vg o = 2pg, se obtiene que

P 2
vo,1 55 00,2 p
vo= |vo2 ]| =1 w2 | =|2pg
2
V0,3 %’Uog q

Como vg es el estado de equilibrio, esto prueba directamente que la proporcién entre las
poblaciones z, ¥ y z en tiempo infinito es z : y : 2 = p? : 2pq : ¢°.

Supongamos ahora que N = 900 y que en el equilibrio se observa z = 100. Luego, usando
la proporcion entre las poblaciones en tiempo infinito, se deduce que

xX Y 100 2 2
100=900 <—= —+ ——+4+ — =1 <= 2 =1
YT 900, 900, " 900 P epata
~N N~ =~
p2 2pq q2

de donde ¢?> = 100/900 = 1/9 y por lo tanto ¢ = 1/3 (pues ¢ > 0). Luego, p=1—¢q =
1—1/3 =2/3. Con esto, se tiene que

4
x:900p2:900-§:

y = 900 - 2pg = 1800 -




