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P1. Encuentre dos soluciones distintas del problema de Cauchy
o =t3 (x — 1)%
z(0) =1

(Esto contradice el Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones?

Solucién: En efecto, notemos que 1 (t) = 1 satisface 2 (t) = 0, t%(:cl(t) - 1)% = t%(l - 1)% =0
para todo t € Ry x1(0) = 1, por lo que resuelve el problema de Cauchy. Para ver que existen
mas soluciones, resolvamos la ecuacion diferencial. Notando que es una ecuacién de variables
separables y asumiendo que x # 1, se tiene que
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donde K = 2C/3 € R es constante. Ahora encontramos K tal que z(0) = 1, mediante la
ecuacién

de modo que la solucién buscada es
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que es distinta de x1, la solucién constante igual a 1. Esto no contradice el Teorema de Existencia
y Unicidad, pues si bien la funcién f(¢,z) = t%(x - 1)% es continua en su primera variable en
todo R, no es localmente Lipschitz en un entorno del par de valores iniciales (0,2(0)) = (0,1)
pues no es diferenciable en = 1, como se ve a continuacién
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En consecuencia, la unicidad de soluciones de este problema de Cauchy no se puede asegurar
para la condicién inicial z(0) = 1. B

P2. Resuelva las siguientes EDOs de orden 2 usando polinomio caracteristico.

a) ¥y + 4y +2y =0.



Solucién: El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién es p(\) = A2 + 4\ + 2, cuyas
raices son

4442 "4.1-2
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Con esto, la solucion general de la ecuacién diferencial es

y(x) = Ae("2HV2)r | Be(-2-V2)r 4 BeR

b) 4y + 4y +5y =0

Solucién: El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién es p(\) = 4\% +4\ +5, cuyas
raices son
 —4EV4eE-4-4-5 1
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Con esto, la solucion general de la ecuacién diferencial es

y(x) = Ae~2)7 cos(x) + Bel~2)=. sin(z), A,BeR

¢) y'+4y +4y =0,y(0) = 1,¢/(0) = 3.

Solucién: El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién es p(\) = A2 + 4\ + 4, cuyas
raices son
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Con esto, la solucion general de la ecuacién diferencial es
y(z) = Ae"2? 4 Bre=2* A BeR
Luego, utilizando las condiciones iniciales
y(0)=1= AP0 4 B.0- D0 => 4 =1
Ahora, para la derivada
Y (z) = (Ae7 4 Bre(727) = —24e(727 4 Be(72)7 _ 2 Bge(-2)"
Utilizando la condicién inicial

Y (0)=3=—-24eD0 4 B. (D0 _2B. 0.0V =x B=5




Quedando asi, la solucion general de la ecuacién diferencial es
y(z) = e 2 + bre >

P3. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales, indicando su intervalo de
definicién.

a) ¥ +2y +y=e"In(x).

Solucién:

Solucién de la ecuacién homogénea: Resolvemos la ecuaciéon y” + 2y’ +y = 0. El
polinomio caracterfstico es p(A\) = A2 +2X + 1 = (A + 1)2, cuya raiz es A = —1 con
multiplicidad algebraica 2. Con esto, la solucién de la ecuacién homogénea estd dada por

yn(r) = Ae”* + Bxe™®, A,BeR

Solucién particular: Utilizaremos variacién de parametros. Las soluciones linealmente
independientes de la ecuacién homogénea son e* y xe™*, de donde el Wronskiano asociado
a estas funciones es

Con esto, calculamos

e “In(z)ze *
i) = - [ EEE ]

2ln(z) 22
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Asi, la solucién particular de la ecuacién es

=zln(z) —x
Z=T

Yo() Z/etn_(zzz)edz

2?In(z) = 2?

yp(x) =€ " <—2 + 4> + ze ¥ (zln(x) — z)

_ o 22 In(x) B 37952
B 2 4

Juntando todo lo anterior, la solucién general de la ecuacién diferencial esta dada por

y(@) = yn() +yp(@)
r?In(z) 322

:Aeix—f—Bxeiw—}‘eix <2—4>, A,BGR

b) (Propuesto) y” + 2y’ + by = e % sec(2x).



Solucion:

Solucién de la ecuacién homogénea: Resolvemos la ecuacién y” + 2y + 5y = 0. El
polinomio caracteristico es p(A\) = A% + 2\ + 5, cuyas raices son dadas por
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con lo que la solucién de la ecuacién homogénea estd dada por
yn(z) = Ae” ¥ cos(2z) + Be “sen(2z), A,BeR

Solucién particular: Utilizaremos variacién de parametros. De la parte anterior, las solu-
ciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea son e~* cos(2z) y e~ * sen(2z),
con lo que el Wronskiano asociado es

e " cos(2x) e " sen(2x)
—e T cos(2x) — 2e Tsen(2zx) —e *sen(2x) + 2e~ 7 cos(2x)
= —e 2 sen(2x) cos(2x) + 272 cos?(2x) + e~ 2 sen(2z) cos(2z) + 22 sen?(2z)
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W(zx) =

De este modo, calculamos
e~ ?sec(2z)e *sen(2z
I e

e #sec(2z)e % cos(2z
ey = [ €T ol

1
= —In| cos(2z)|
Z=XT 4

s _ _1/sen(22)dz
2=z 2 ) cos(2z)

con lo que la solucion particular queda

e T cos(2z)In|cos(2x)|  we T sen(2x)
Yp(z) = 4 + B)

Juntando todo lo anterior, la solucién general de la ecuacion diferencial es

y(x) = yn(x) + yp(x)
e % cos(2z)In|cos(2x)|  xe ¥ sen(2x)
4 2

= Ae " cos(2z) + Be " sen(2x) +

P4. Considere la ecuacién diferencial lineal de segundo orden para = > 0
22y — 3zy + 4y = 2% In(z)

Verifique que {z?, 2% In(z)} son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea y
encuentre la soluciéon particular de la ecuacién no homogénea.

Solucién: Veamos que y; = 22 es solucién de la ecuacién homogénea. En efecto, se tiene

y; =2z e y{ =2, con lo que

xzyi’ — 3zy| + 4y = 222 — 622 + 422 =0



De igual manera, veamos que y2 = x2 In(z) es solucién de la ecuacién homogénea. En efecto, se
tiene yh = 2z ln(z) + x e y§ = 2In(z) + 3, con lo que

2yl — 3xyh + 4ys = 22% In(x) + 322 — 622 In(z) — 322 + 422 In(z) = 0

Maés aun, es facil notar que C'y; o C'ys son soluciones de la ecuacién homogénea con C' € R
constante. Para ver que son linealmente independientes, notemos que el Wronskiano asociado
a Y1 e yo es estrictamente positivo:

z? 22 In(x)

Wiz) = 2z 2zxln(z) +x

=223 In(z) + 2 — 2% In(z) = 2° > 0

Luego, como la EDO es de orden 2, se concluye que {z2, 22In(x)} es base del espacio de solu-
ciones de la ecuacién homogénea.

Para encontrar la solucién particular, utilizaremos variacién de pardmetros. Recordemos que
para aplicar este método debe considerarse la ecuacion diferencial normalizada, que en este caso
es

3y 4y
"
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Luego, usando integracién por partes

nZZQDZ nz2 n22
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nf,Cg
=—In(z)® - 2v1(z) = m(2) - (3)

y también

n(z)z?
72(1‘):/1() dz
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_:/ln(z)dz

= In(2)?|.—¢ —/m('z)dz

z=x z —a
In(x)?
Con esto, la solucion particular es
22In(z)?®  22In(z)?®  22In(z)?
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Juntando todo lo anterior, la solucién general de la ecuacion diferencial

2] 3
y(z) = Azx? + B2 In(x) + an(w), A,BeR




