Clase 7 (04/04/2022)

diferentes casos del discriminante.

Resultados de Aprendizaje » Conocer las distintas raices de la EDO de orden n para los

Conocimientos Previos » Conocer los conceptos de EDO de orden n, polinomio

y combinacioén lineal.
» Conocer el discriminante de una funcion y los distintos
casos de este.

caracteristico, linealmente independiente, espacio vectorial

De la EDO lineal de orden 7, se tiene un conjunto S tal que:
S ={y e C" : solucion de la EDO homogénea}
es un espacio vectorial de dimension 7.

Vimos el caso de coeficientes constantes y EDO homogénea tomando como un caso
particular cuando n = 2.

vy’ +a(x)y’ +b(x)y = Qx)

De aca se identifica el concepto de "Ansatz", el cual se define como una posible solucion de
la EDO, por lo cual hay que comprobar si funciona. En este caso probaremos con soluciones
de la forma:

Luego, sea:
(A2 +aA +b)e? = 0; cone™ # 0

Se denomina a los valores que definen el coeficiente por el cual se multiplica la solucién
como el polinomio caracteristico, o por su funcién matematica p(A) :



p(A) = (A2 +aA +D)

Siendo su discriminante A = a2 —4b. Segun el valor de este, la solucion adoptara

diferentes formas.

—Caso1: A=a’—-4b >0
A1, A, raices reales y distintas

A A
1X 2X >

S=<e",e

Es decir, con esta solucion se tienen dos vectores linealmente independientes que
describen el plano de soluciones. Llamaremos a ¥ € S la solucién general.

Tendremos entonces que:

y(x) = Cie™M™ + Cpe™”

—Caso2: A=a?>—-4b =0
A1= A,, raices reales e iguales

AMX A2x >

S =<e™, xe

El siguiente ejemplo seré de ayuda para ilustrar como encontrar una segunda
solucién para casos con discriminante igual a 0.

Sea el polinomio
p(A) = (A-4)?
= A2-81+16
e ¥ -8y+16y® — A1=4

tendremos que y(x) = e** es solucion.

Ahora falta encontrar 1/,, puesto que esta EDO es de orden 2 y un vector no es
suficiente para describir su plano de soluciones, por lo que se hara del siguiente modo:

Usamos D para representar la operacion que toma una funcion y retorna su

derivada:



(D-4)2=D?>-8D+16
(D-4)*(y) =y” -8y +16
(D-4)%y =0

Usando esto, las funciones que al derivar dos veces resulta cero son aquellas que
representan una recta o una constante. Para este caso conviene usar la recta ya que
proporciona mas informacion al ser un caso mas general.

(a + bx)e4x =0 notar que al derivar 2 veces los valores a y b desapareceran

4x

— 1o(x) = xe Posible solucién

Comprobemos si sirve:
(D-4)%(xe*) =0
(D —4)(e** + 4xe™ — 4xe*) = 0

(D-4)e* =0
4™ — 4™ =0
0=0
Dado que es correcto, se concluye que las dos soluciones son de la forma:
yi(x) = et y Y2 = xe™

Si mantenemos los valores de a y b de nuestro Ansatz para y,, notaremos directamente

que:

(a + bx)e*™™
= ge* + bxe*
— ay + b]/z

La recta de la primera solucion entrega una combinacion lineal para las dos soluciones.

Al hacer este mismo ejercicio con valores generales de A; A A, € R (siempre que
A1 = A,) obtendremos como solucion de la EDO:

y(x) = CleA1 + sze}‘z.



—Caso3: A=a’-4b <0
S = <e*cospx,e* sinfx >
Para este caso se tienen raices complejas y conjugadas donde A queda de la forma:
A=axfi B+ 0,a f R
Obteniendo las soluciones:

yl(x) — e(a+ﬁi)x — eaxeﬁix
yz(x) — e(a—ﬂi)x — eaxe—ﬁix

Por cursos anteriores se sabe que etPx puede ser reescrito de la forma:
e*Pi = cos Bx +1isin fx
quedando entonces las soluciones /1 € Y, expresados como:

y1(x) = e**(cos fx +isin fx )
Y2(x) = e**(cos fx —isin fx)

Luego recordando que la combinacion lineal de las soluciones también es una solucion,
se tiene que, sumando y restando i1 e 1/, obtenemos nuevas soluciones i, € Y

© Y= Y1+ Yo = e (cos fx +isin fx ) + e (cos fx —isin fx ) = 2™ cos fx

Donde 2 puede reescribirse como consante ¢y, por lo que I, queda expresada de la
forma:

= y,= c1e** cos fx

* Yp=Y1- Y2 = e*(cos fx +isin fx ) —e**(cos fx —isin fx ) = 2ie™ sin fx

Donde 2i puede ser considerado como constante c,. Finalmente y;, queda expresado

como:



= = cpe™" sin fx

Quedando la solucion general del modo:
y(x) = c1e™ cos fx + cpe™ sin fx

El valor de las constantes cq Y ¢, no es relevante puesto que a la hora de derivar estas se cancelan.

Aporte Extra Clase 7

Ejercicio resuelto

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden:
v'+ 4y +4y =0

Al ser una ecuacién homogénea, buscamos encontrar un espacio de soluciones a la
ecuacion, por lo tanto trabajaremos con el polinomio caracteristico de la ecuacién:

yP+a, Yy V4 L +ay+ay=0
= P(D)y=0
& (D-A)"*(D-Ay)"% ... x(D=-A)" =0
Luego, {A;} representa los valores caracteristicos y si A; € IR, entonces el espacio de las
soluciones esta representado por:

H, = {eA"x, xe*, ..., xm"eA"x}

1

Siendo m; la multiplicidad algebraica de A;, y si A; € C tal que A; = a £ f3;, entonces:

H,, = {e“x(cos([;’x) + sin(Bx)), ... ,x’”"_le(cos(ﬁx)+sin(ﬂx))}
Volviendo a la ecuacion inicial:
y' + 4y + 4y = 0= P(A) = A +41 +4

AsiP(A)=0=> A?+4A+4=0
= A14+2)?2=0



De esta manera, A1, = —2, con multiplicidad de A igual a 2. Entonces el espacio de
soluciones queda de la siguiente forma:

H= {6‘2"‘ xe‘zx}
Y por lo tanto como resultado queda:

y(x) = Ae™* + Bxe ™™
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Resumen de la clase

Ansatz: Es una aproximacion a la solucion de la EDO. Se define de la siguiente forma:
Sea S

S ={ye C" : solucién de la EDO homogénea}

El "Ansatz" de la solucion se calcula asi:

Y = e
y’(x) — Ae)[x

y(n)(x5 — /\ne/\x
Luego, se define el polinomio caracteristico como:
p(A) = (A2 +aA +D)
Para luego estudiar el valor de su discriminante y encontrar 3 casos distintos:

Caso1: A = a? —4b > 0. La solucién se ve representada por:

S =< eM* Mt >

con A1, A, raices reales y distintas.
Con estas soluciones se obtienen los vectores que forman el plano de las soluciones. Por lo
tanto, se obtiene la solucion general de la EDO que es de la forma:

y(x) = CieM¥ 4+ C,p ™

Caso 2: A =a%—4b = 0. La solucion se ve representada por:

S =< eM* x>

con A= A,, raices reales e iguales.



La cual, al ser resuelta, se llegara a una solucion del estilo

y(x) = Cie™ + Coxet

Caso 3: A =a?-4b < 0. La solucién esta dada por raices complejas y conjugadas de la
forma:

A=azxpi B+ 0,a, p€R

Cuya base de soluciones esta dada por:
S = <e™ cosfx, e sinfx >

Y la solucion general se define como:

y(x) = c1e™ cos fx + c,e™ sin fx



