Clase 6: Viernes 01 de Abril del 2022

Conocimientos Previos:

- Nociones del algebra lineal: base de un subespacio vectorial,
combinacion lineal y dimensién de un subespacio vectorial.

- Nociones basicas de los polinomios.

- Entender que es una solucion de una EDO.

- Reconocer una EDO lineal de n-ésimo orden homogénea.

- Entender que el Conjunto Solucién de una EDO Lineal de Orden n
homogénea es un subespacio vectorial.

Resultados de
Aprendizaje:

- Comprender que cualquier soluciéon de una EDO lineal de orden n
se puede expresar como una combinacion lineal de los elementos
de la base del subespacio solucion.

- Identificar los 3 posibles casos al analizar el discriminante de una
EDO lineal, siendo A >, <, 0=0.

- Determinar, a través del polinomio caracteristico, las soluciones
que forman la base del conjunto S de una EDO lineal de 2° Orden.

EDO's Lineales de Orden n

Anteriormente se estudié que el conjunto solucion S de una EDO lineal de orden 1, con
SCC"yS # @, es un subespacio vectorial. Y como tal, del algebra lineal se sabe que es
posible determinar un conjunto de elementos de C" tales que sean una base de S (pues
posee una dimensidn finita). Formalmente, el conjunto S se define como:

Definicién : Dado un conjunto S € C", llamamos a S el conjunto solucién de una EDO
lineal de orden n, homogénea, si:

S = {V e C":y" =Flxyy, . .. 'V(H))}

Obs: Decir que y(”) = P(x, vy, . .. ,y(”_l)) significa que y resuelve la EDO, ya que se
busca una funcion tal que su n-ésima derivada se pueda expresar como la identidad F,
entendiendo esta como una funcién que permite expresar la forma de la EDO.

n
Por esto, se tieneque Vy € S,4C;, i ={1,...,n}, talque:y = E Cy;.
i=1



n

Obs: Al elemento y = Z Ciy; se le llama solucién general.

i=1
Donde el conjunto {y1,Y2,...,¥,} es una base de S. Ademas, dado el cardinal de la base
(numero de elementos), se tiene que la dimensién del conjunto solucion es 7, lo cual
coincide con el orden de la ecuacion diferencial. Es decir,
dimS = n = Orden de la EDO
Obs: Notar que ahora las constantes que multiplican a los elementos de la base (los C;)
ahora estan indexados por i, es decir, ya no se podra hablar indistintamente de las
constantes, pues cada una de ellas tendra un valor especifico para multiplicar a cada

elemento de la base.

Recordando, es sabido que las EDO lineal de orden n homogénea con coeficientes
constantes normalizada, es una identidad de la forma:

YW +a, YN+ L+ ay + agy = 0
Cona; €R, VYie {n-1,n-2,..,1,0}.

Estructura de la Solucién:

Hasta ahora, era sabido que en el caso de las EDO lineal de primer orden, la forma de la
solucion era:

Para intentar hallar una forma que podria tener la EDO de orden n, consideremos el Ansatiz:

y(x) — e)\x
Y (x) = AeM

y(n) (x) — A;fleﬂtx

Reemplazando v en la ecuacion diferencial nos queda lo siguiente:



AeM 4o, AT 4 +age™ =0
Ax A" n-1 ) _
e ( +a, A"+ +a0) =0

Donde, al factor (A” +a, 4 Ay 4 ao) = (0 se le denomina Polinomio Caracteristico, y

a sus raices valores caracteristicos.

Definicién : Al polinomio p(A) = (/1” +a, A %) se le llama polinomio

caracteristico. Las raices A son llamados valores caracteristicos.

Es posible establecer una especie de relacion entre una EDO y su polinomio caracteristico
de la forma en que se ilustra a continuacion:

Ejemplo:
Considérese la siguiente EDO,

777

v’ +3y"+y=0
Tomando y(x) = e™ cony (x) = A%e™, y" (x) = A2 se tiene:
A3eM +3A%eM e = 0
e™(A%+31%+1) =0
Por lo que el polinomio caracteristico es: p(d) = A3 +31% +1.

De aqui en adelante, sera de gran interés determinar los A, es decir, las raices del polinomio
caracteristico para poder caracterizar las soluciones de la EDO.

Obs: Por Teorema Fundamental del Algebra se puede asegurar que todo polinomio de
grado n, de coeficientes reales tiene soluciones complejas, y que ademas es posible
factorizarlo en C.

k
p) = [T -x)™  xi e €
i=1
(Donde m1; es la multiplicidad)



k
2mi = n
i=1

(La sumatoria es el grado del polinomio)

EDO'S Lineales de Orden 2

Antes de adentrarse en el estudio de las EDO lineales de Orden Superior, se comenzara con
las de orden 2. Donde se intentara encontrar una base del conjunto solucion caracterizando,
a través del polinomio caracteristico, la solucién y(x) = e para asi determinar las
soluciones que son linealmente independientes y que generan el espacio solucién por
completo. Notar que para este tipo de ecuaciones diferenciales, es posible obtener que el
polinomio caracteristico es de la forma:

p(A) = A +ad+b

Donde por ser un polinomio de Segundo Grado, se analizan tres casos para el discriminante
A =a%—-4b:

(1) A>0
2)A=0
B)A<O

Para el caso (1), existen 2 raices reales distintas, o sea A; # A, ,con A1, A, € R,
entonces se tiene que:

Por lo tanto, la solucién general de la EDO sera:
y(x) = CreM* + Cpe™™

Por lo tanto, las soluciones que forman la base del espacio solucion son:

S = <{e)tlx,e/\2x}>

Para el caso (2), habra una raiz, es decir, solo una solucién real de multiplicidad dos.
Ejemplo:

y' -2y +y=0
Donde es sabido que y(x) = e’* es solucion. Al tomar el polinomio caracteristico se tiene:



p(A) = A7 =21 +1 = (A-1)?

Al ver el polinomio caracteristico, se puede establecer una relacion entre este y un operador
diferencial (D — 1)?, con D un operador derivada, se tiene entonces:
(D-1)°y=0
(D-1)(D-1)y=0
(D-1)(y" ~y) =0
yV'-y-y+y=0
y'=2y+y=0

Obs: El operador derivada D, se puede entender como una maquina que opera una funcion
y entrega otra funcion, donde en este caso, al aplicarsele a una funcién entrega la derivada

de esta. Por otro lado, el operador diferencial (D —1)?> = D?> —=2D + 1 es un operador que a
la funcion y la transforma en y”’ — 2y’ + v, esto pues si se considera (D2 —2D +1)y, se

tiene que al distribuir el y sobre el operador diferencial, el operador D entrega la derivada y
los coeficientes multiplican a y. En simples palabras, el operador diferencial transforma la
funcion y multiplicandola por coeficientes y derivandola.

Ahora, se considera como posible solucion:
Yo = xe*
Yo' =e* +xe’
Yo" =e" +e’ +xe*
Notar que si se toma 1, = (ax + b)e*, a partir de la solucion general se tiene:

C1]/1 + Czyz = Clex + Cz(&lx + b)ex
= Clex + ngex

Donde se verifica que tomar el factor (ax + b), es analogo a tomar el factor x.

Por lo tanto, para el caso A = 0 se concluye que las soluciones que forman la base son:

S = <{e/\x’ xeAx}>

Ejercicios Resueltos.

1. Para el caso A > 0, se solucionara la siguiente EDO, teniendo en cuenta que existen



dos soluciones distintas entre si.

y"' =5y +6y =0.
A2-51 +6=0 (Polinomio caracteristico)
A-2)(A-3)=0 (Factorizacion)
AM=2AA =3 (Raices del polinomio)
y1(x) = e>* A Ya(x) = 3% (Ansatz)
y(x) = Cre* + Cpe™* (Solucion general de la EDO)

2. Para el caso A = 0, mostraremos un ejemplo de la siguiente EDO.

v +2y +y=0
A242141=0 (Polinomio caracteristico)
A-1)2=0 (Factorizacion)
A =1 (Raiz del polinomio)
y1(x) =e* (Ansatz)
Y2 (x) = xe* (Operador diferencial)
y(x) = Cie* +Coxe* (Solucion general de la EDO)

Fuente: https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/apuntes/temabn.pdf

Resumen Clase 6

Definicién : Dado un conjunto S € C", llamamos a S el conjunto solucién de una EDO
lineal de orden n, homogénea, si:

s={yec:ym=Floyy,. ..y}

Entonces se tendra que dim S = n (orden de la EDO).

Soluciéon general de una EDO

y=2Cyi
i=1



C; constantes reales

i=1,2,.,n
Estructura de la Solucion:

Segun Ansatz, se determina una solucion especifica para la EDO.

Se tiene que la forma de la solucion para EDO lineal de primer orden: y(x) = e

yx) = o
Y (x) = Ae™

y(n)(x) — Ane)\x
Reemplazando i en la ecuacion diferencial nos queda lo siguiente:
A 4 g, AT 4+ age™ =0

e (A” Ya, A"+ %) =0

Polinomio Caracteristico: (/\” +a, AT L+ ao) =0

Obs: por TFA, un polinomio de grado n tiene n soluciones complejas.

Analizando EDOs lineales de orden 2, las solucion general tendra la siguiente forma:

« Caso A > 0, la solucion tendra la siguiente forma:
A

y= Cie"" +Cye

con A; # A, , soluciones del polinomio caracteristico.

Axx

« Caso A = 0, la solucion tendra la siguiente forma:
y = Cye* +Coxe*
obtenida apartir de la nocién de solucion lineal (una recta).



