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PAUTA PREGUNTA 2 - CONTROL 1

Sea S la seccién del paraboloide z = 22 + y? que se encuentra encerrada por el cilindro de
ecuacion

(z—1)2+y*=1.

a) Encuentre una parametrizacion de S y encuentre una expresion para su elemento de area en
cada punto.

Hay varias parametrizaciones que se pueden hacer de esta superficie. Se incluirdn tres
alternativas.

Alternativa de solucion 1: Una parametrizacion del disco de radio 1 en el plano XY,
con centro en el origen es:

(rcos(t),rsen(t)); 0<r<1,0<t< 2.
Ahora, si esté centrado en (1,0) es
(14 rcos(t),rsen(t)); 0<r<1,0<t<2nm.
Sobre el paraboloide z = 22 + 32 tenemos
z=(1+rcos(t))? +r2sen?(t) = 1+ 2rcos(t) + 2.

Por lo tanto una parametrizacién de la superficie del paraboloide que se encuentra sobre
el disco, que es la solicitada, seria

®(r,t) = (1 +rcos(t),rsen(t), 14+ 2rcos(t) +r2); 0<r<1,0<t<2m (1)

Para el elemento de area:

88(11") = (cos(t),sen(t),2cos(t) + 2r)
%(f = (—rsen(t),r cos(t), —2rsen(t))
B(I) B(I) _ 2 2
g X s = (—2r — 2r° cos(t), —2r“sen(t), r)
o 0P

= \/4r4 + 5r2 + 83 cos(t) drdt
= r/4r2 + 5+ 8r cos(t) drdt

Alternativa de solucién 2: Utilizando coordenadas polares en el plano XY:

(pcos(0), psen(0)); p>0,0<t<2nm.




Para el disco de radio 1 centrado en (1,0):

(-1 +y°
(pcos(8) — 1)% + p? sen?(h
p* —2pcos(f
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Sobre el paraboloide z = x? + 32 tenemos z = p?. Por lo tanto una parametrizaciéon de
la superficie solicitada seria

®(p,0) = (pcos(h), psen(h), p*); 0 < p < 2cos(h), —7/2 <0 <7/2. (2)

Para el elemento de area:

oD
6p - (COS(Q),SGD(Q),Qp)
02— (psen(0), pcos(0),0)
0% 0% )
a2 a8 = (—2p* cos(#), —2p” sen(6), p)
o® 0P
NP

= \/4p* + p? dpdf
= p\/4p? + 1 dpdb

Alternativa de soluciéon 3: Utilizando los valores x e y cartesianos en el plano XY,
notamos que para el disco de radio 1 centrado en (1,0)

0<zx<2;,—\/1—-(z—-12<y<1-(x—1)

Por lo tanto una parametrizacion de la superficie solicita|da seria

D(z,y) = (z,y,22 +9%); 0<a<2—\/1—(z-12<y<+1—(z—12 (3)

Para el elemento de area:

o0
% = (170, 2.’1})
oo
= —(0,1,2
9y (0,1,2y)
od 0
= (—2x,—2y,1
oz < 3y (—2z,—2y,1)
dA = ' o® X 8(I)H dxdy

= /1 + 422 + 4y2 dxdy




Distribuciéon de puntajes:

» Calculos y explicaciones relativos a la parametrizacion son consistentes (0,4 pts).

= Expresa la parametrizaciéon correctamente, indicando el dominio de las variables
involucradas (0,8 pts).

» Calcula correctamente el campo de normales y su norma (0,8 pts).

b) Sea d(z,y,2) = +/1+ 4z la densidad superficial de masa en cada punto de S. Calcule la masa
de S.

Se detallaré el calculo para cada una de las alternativas de parametrizacién dadas en la
parte anterior.

Solucién con 1lra parametrizacion: La masa se obtiene haciendo la integral de
superficie de la densidad.

//SadA:/Ol/:”(s@(r,t)) 1A

1 2
= / / V1 +4(1 + 2rcos(t) + 72) - /5 + 8rcos(t) + 472 dtdr
0o Jo

1 2m
= / / 5r + 413 + 82 cos(t) dtdr
o Jo
1
= / 21 (5r + 4r3) dr = Tr
0

Soluciéon con 2da parametrizacion:

w/2  pr2cos(f)
//5dA:/ / 5 (B(p, 0)) dA
S —7r/2J0

w/2  pr2cos(0)
= / V1+4p2 - p\/4p? + 1dpd
—7/2J0
w/2  r2cos(H)
= / 4p% + pdpdf
—m/2J0
w/2
= / 16 cos®(#) + 2 cos?() db
—7/2
/2
= / 16 cos?(8)(1 — sen?(6)) + 2 cos?(#) df
—7/2
w/2
= / 18 cos®(6) — 4sen?(20) df
—7/2

_ /W/2 9(1 + cos(26)) — 2(1 — cos(48)) do
—7/2

/2
9sen(26) n sen(46) o

—7/2




Solucién con 3ra parametrizacion:
2 py/1—(z—1)2
// ddA —/ / 5 (P(z,y)) dA

S 0 J—y/1-(z—-1)?

2 py/1—(z—1)2
_/ / V14 4(22 +92) - /1 + 422 + 492 dzdy

0 J—y/1-(z—1)2

2 py/1-(z—1)2

= / / 1+ 422 + 492 dzdy
0 J—y/1-(z-1)2

Es muy dificil usando integrales iteradas. Hacemos cambio de variables polares x =
pcos(f), y = psen(f), cuyo jacobiano es p.

La regién la obtenemos mediante

—V1-(z-12<y</1—(z—1)
(z—-1)2+y* <1
(pcos(8) — 1) + p?sen?(F) < 1
p < 2cos(),

y se puede elegir 0 entre —m/2 y /2.

La integral queda:
w/2  r2cos(H)
[ s aipdpas
—7/2J0

cuyo desarrollo se encuentra en la solucién con la 2da parametrizacion.

Distribucién de puntajes:
= Planteo de la integral, haciendo un uso correcto y consistente de la parametrizacion,
la region de parametrizaciéon y el elemento de area correspondiente. (1,2 pts).

» Calculo de la integral (desde que el término a integrar estd completamente desa-
rrollado y/o reducido) (0,3 pts).

¢) Encuentre una parametrizacion de la curva 0S y encuentre una expresion para su vector
tangente en cada punto.

A partir de cada parametrizacion de la superficie S dada en la parte a) se puede obtener
una parametrizacién para su borde 9S. Aca se desarrollaran las tres alternativas.

Alternativa 1: El borde de la superfice en el caso de la 1ra parametrizacién se obtiene
con r = 1.

v(t) = ®(1,t) = (1 + cos(t), sen(t),2 + 2cos(t)); 0<t < 2m.
La expresion para su vector tangente sera:

7' (t) = (—sen(t),cos(t), —2sen(t)); 0 <t < 2m.




Alternativa 2: El borde de la superfice en el caso de la 2da parametrizacién se obtiene
con p = 2cos(h).

7(6) = ®(2cos(6),6) = (2cos?(h), 2sen(d) cos(8), 4 cos?(8)); —m/2 < < /2
= (2cos?(),sen(20), 4 cos?(0)); —m/2 <0 < 7/2
La expresiéon para su vector tangente sera:

7' (0) = (—4sen(0) cos(8),2 cos(20), —8sen(f) cos(#)); —n/2 <O < 7/2.

Alternativa 3: El borde de la superfice en el caso de la 3ra parametrizacion se obtiene
en los casos en que y = —/1 — (x — 1)2 e y = /1 — (z — 1)2. Nuestra parametrizacion
tendra dos partes, una para cada valor de borde.

Para el borde inferior:

1(x) =8z, —/1-(z—1)2) = (x,—\/1—(z—-1)2,22+1—-(z—1)?); 0<z <2

=(z,—y/1—(z—-1)%2z); 0<z<2

Para el borde superior:

Yo(z) = ®(z, /1 - (2 —1)2) = (z,y/1 - (x —1)2,22 +1—- (2 - 1)?); 0<z <2

=(z,v/1—(x—1)222); 0<z<2
La expresiéon para su vector tangente para el borde inferior sera:

n@) =1 (@-1)/Vi-(z-1?2); 0<z<2,

v para el borde superior:

Yo(z) = (1, —(z = 1)/V1-(z-1)2%2); 0<z<2.

Distribucién de puntajes:

s Los célculos y las justificaciones relativas a la parametrizaciéon de la curva son

congsistentes (0,3 pts).
» Expresa la parametrizacion indicando el intervalo de la variable (0,3 pts).
» Deriva para calcular el tangente (0,4 pts).

d) Calcule la integral de trabajo G- dr, donde
oS

— . y “ " _ ~
G(z,y,2) = NCESESTEE (’L+]+(z Qx)kz),

y 0S5 esté orientada de modo que su proyeccién en el plano zy se mueve en sentido antihorario.



Se detallara a continuacion el célculo con las tres alternativas de parametrizacion dadas
en la pregunta anterior.
Solucién con alt. 1: En este caso la proyeccion de 7(¢) en el plano XY esta recorrida
en sentido antihorario (si ese no fuera el caso, bastaria cambiar el signo del resultado de
la integral de trabajo).

a”“”_7¢m§a?TiL%w+si+5+0'm
_ %(sen(t),sen(w, 0).
[ @-ar= [ 6wy o
_ % /0 T sen®(t) + sen(t) cos(t) dt
) /0% = O P

Solucién con alt. 2: La proyeccion de (6) en el plano XY estd recorrida en sentido
antihorario.

_, sen(26) A o
c00) = V/(2cos2(0) — 1)2 + 4sen?(6 cos?(0) + 3(2 TIt0-k)
_ sen(26) (i+))
B V/4cost(0) — 4cos?(0) + 4sen?(0) cos2(0) + 4 T
_ sen(26) 6
V4 cost(0) — 4cos?(0) (1 — sen2(0)) + 4
_ %(sen(ZG), sen(20), 0).
- /2 _,
| Gar= [ @)y erw
oS —m/2
= ;/j/;(sen(%’), sen(26),0) - (—2sen(20), 2 cos(26), —4 sen(26)) db
B 1 /2 )
= /ﬁ/2 —2sen”(260) + 2sen(26) cos(26) df
e T
=3 /_W/2 cos(46) — 1 + sen(46) df = =5




Solucién con alt. 3: La proyeccion de 71 (z) en el plano XY esta recorrida en sentido
antihorario, pero la proyeccion de v2(x) estd recorrida en sentido horario. A la integral
de ésta ultima hay que cambiarle el signo.

o S fTEeE
G(m(2) = \/(x_1)2+1_($_1)2+3(z+1+0 k)

_ %(—\/1 e 1), —/1=(z =1)2,0).
Gonle)) = 5 (VI— @~ 1F,/I— (@~ 12,0).

_ 2 _, 2 I

/8 [Gdr= /0 Fnls) - )i — /0 Cln(®)) - h(w) de
2

— 5 I T /1= DA

(z —1)

Ji—(@-12

(z —1)

2)dx

2
-3 [ Vi 120 (.- 2

2
:;/0 @1 - (@ —1)da
2
—;/ V= @12 (z—1)dz
0
2
:—/0 V1—(z—1)2du.

Hacemos el cambio de variable x — 1 = senwu, dr = cosudu. Como z estd entre 0 y
2, senu queda entre -1 y 1. Tomamos u entre —7/2 y 7/2.

- w/2
/ G-df':—/ cos® u du
oS —7/2

/2
_/ 1 n cos(2u) due T

) 2 2’

Distribuciéon de puntajes:

» Chequea la orientacion de la parametrizacion (0,3 pts).
s Calcula correctamente los elementos involucrados en la integral, junto con los

limites de integracién (0,4 pts).
» Plantea y desarrolla correctamente la expresion a integrar (0,5 pts).

Calcula la integral (0,3 pto).




