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P1. Estudie los siguientes limites:

22yz , 9 . < 1 >
i c lim y*sin|{— ), conyy#0
2 (x,y,z)gr%0,0,0) x4 + x2y% + 24 ) (z,9)—(0,50) x 7
D lim y? 2 lim In(1+ (@ -1 +y*) + (@ -1)7°+4°
(2.9)—(0,0) 22 + y? (2,9)—(1,0) 222 -2z +1

P2. Sea f:R2 = R

x3y3 '
fay) = G2 rgoe S @y # (0.0

0 si (2, y) = (0,0)
a) Demuestre que para o < 3 f es continua para todo R2.
b) Muestre que f no es continua para o > 3.

3,3
x
c) Sea A = {23/2 > 1}. Muestre que A es un conjunto abierto.

e+ y
P3. Sea R = {(z,y)R? : |z| < 1,]y| < 1} y el sistema de ecuaciones

—2x +sen(y) =0
(E) 2 )
3+e™ —6y=0

Demuestre que (E) tiene solucién tnica en R. Indicacién: Utilice el Teorema del Punto Fijo de Banach.

P4. Sea f: R™ — R continua tal que

VL € R,3M € R tal que |jz|| > M = f(z) > L

Para A € R se define Sy := {z € R": f(x) < A}. Pruebe que:

a) Sy es cerrado

b) Sy es acotado
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Propuestos

P1. Sea f: B(0,1) € RY — R una funcién continua, suponga que existen zg,z; € RY tales que:
f(zg) <0 < f(x1). Demuestre que existe un punto = € B(0,1) tal que f(T) = 0.
(Use el teorema de los valores intermedios para una funcién continua g : [0, 1] — R adecuada).

P2. Estudie la continuidad de la siguiente funcién:

zcos(y) —ycos(z) —x +y
f(iL',y) = xr2 _|_y2 51 (x’y) 7& (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

1
Indicacién: 1fm <G~ 1 _
z—0 z

Resumen

» [Conjuntos compactos]: Un conjunto A C R® se di- Sea f : Q@ C RV — RM y 25 € Q, f se dice conti-
ce que es compacto si para toda sucesién z,, C A, x, nua en xg si:
tiene una subsucesion convergente a un punto en A.
L . (Ve > 0)(3F§ > 0) tal que ||l — x| < & =
» [Caracterizacién con:]untos C(.)mpactos en R"]: If(@) = f(zo)|| <& < f(B(x0,6)) C B(f(x0),¢)
A C R™ es compacto ssi es un conjunto cerrado y aco-

tado. lim f(z) = f(zo)

Tr—rT0o
» Sea f(x): Q@ C RN — RM entonces f se puede rees-
cribir por componentes como:

f@) = (fi(@), f2(2), -oons [ (@)
Propiedades: Sea f : RY — RM continua, se tie-
Con f; una funcién definida de 2 C RY — R ne que:

»Lliglon('r):fz(xOL Vi € {1’2"7M} y f(iCO) =
(f1(z0), f2(@0), -, fur(20))

1. Si A C RY cerrado, entonces f~1(A) es cerrado.

2. Si A CRY abierto, entonces f~1(A) es abierto.

Continuidad de Funciones

Limites de Funciones

= Sea f: QCRY - RM yq e Qun punto de acumulacién, entonces se dice que L € RM es limite de f cuando
x tiende a a. (las siguientes definiciones son equivalentes).

(Ve > 0)(30 > 0) tal que ||z —a|| <d=|f(x) - L|| <e
lim f(2) = L <= lim fi(x) = L;, ¥i € {1,2., M} y L= (Ly, La, ., Las)

r—a
(V{zr} C Q) tal que zy # a, 2 — a = ka flzk) =1L
—00

Nota: El limite de funciones de RY — RM en caso de existir es tnico.
Nota: El Teorema del Sandwich se cumple para funciones a valores en R.

lim  f(z,y) ={ < lim _ f(pcos(f), psin(h)) = ¢, Vo € [0, 27)
(z,y)—(0,0) (p,0)—(0,8)

im flz,y)=L= (Hm lim f(z,y)=¢ V /H) A (lim lim f(z,y)=¢ V /ﬂ)
(@,y)—(w0,y0) TT0 Y Yo Y—rYo T o




E O Tenends

JeceSian |
ZX«,"ON,ZD ’(0/ 9, s‘f) = /@49)

EPRPP) ‘4‘ = O —>#

O + 9.0 +y N 00
JU‘GJ-'w 1.

i
= 11
= N
49 44 4 2 > i
vtouta ™ 2

= }L/ F ves Tl y* o Un.'co

2
b Cone K=%) > 0 => )(z.t-l\;' S ZXB
[%¢ '3)2?_0 - ,k".(,\’z 2- Zkln

(x|

X
-,
(€
vV
N
-~
x
=
\f
v
A
v
(S



2 &
/&5’;} ¢ by < | ]
X 4 xz*,\jz
sk e Jim [wl e o

( %79)>@9)
=) [',\ iﬁ; )
(% 8)~>(0,0) ¥y

O ats: S Noro o R <k
Li W= b o = ogf
(59) (5 ) A,

Y

\Sl‘v [;) ﬂ(f’o»l Qr X=0 /’(/4)

QSC."J a}u v.l




\5""'(,‘%> = S\'N(l/\lﬂ) =0 — O

V de |

oo L
ﬂzw‘{éo

4
St- () =Sie (oux 23) = Sutg) of = 4

SRR Si~{ f:) No  exs)d

>=>o

0/[')(;);0 &AQ “}o

O (4= (& %) —(9, 3)



Yol L =) =Y, * Siwtaur)= 0
7 6(,\,/\9,,) m";/ "d)—%[‘a 15)
(b Z«Sw[fv) = '\’):Z S~ (Z.A/I"'z.;)-.’ L

. o e&ﬁh {wf as  umce
] “ Z-n-!)\& A /) Aa)
) ol 1% cx-0"s ) 4+ a-Nt
d) i~ I

—_—

X 1) Ay
"‘/"))é('/”)

i y
er 2' b4 ‘1

=2 é— o

2 f.) + %J‘t«g
)' //v[ (¢« & €Y

(1’,‘3\)-:)(0/0) ,%7. + "j\




\/4,»43 A {m Ll‘ 4,<.C (4] [9 Jove J‘ 2

lv/*'h" / a:h Solo Strve ol ornles Certeyen

s Uwva 4/0.:93 -

l)?ﬂrtnw o Vpica  de (,,[. res

Usar X?\/DC'S'O'

’Bs /J Si~0

/5 "‘Aal' \/ — O / Si JJ .'-r’?/eae’.ck
 p—F
O = sk ak

"5 S &fg,\g)t de 5” 0 er¥ Qo

- N o CM'JO / fllﬁ* !'”(‘/ 4( Cdﬂ)f'o eJGN/l‘



N

Al / [ (+ L’“ﬁt>:[/~ /w/(*jz)_

Gyoe)  Z ¢ @GR S

-
= L‘,.__ IIJ['("' /2.)
S>>0 jz

= _L [/’w ok ,”"/, 1}4/

K
L.~ Ak @{; L',\, WLJ@) (‘Sllo)
(1/'3)—7¢/") % {’,B /j}(ﬂ-:)[(),o’) / [

= ]:‘M /k/o [&r[o) 4-3.',\.(0))1
(J2)=>(97)

21 AR ERARTIEE YR

[f/O)‘)(Q/;)-) ‘f‘)O




= f [ rh"“" Conr yec Bc 3] L
v d 5.:30,.}. r 0.
\)e ) :(_
E D l]p.«vclo Js JC &FTW*-’ / >* 77""

=> Ca/vr/u'

7"‘" )<>c\33 ées lor-ltane &~ p

{ =2
(A Cfl&f-vm e P.’ Z xi‘:"’;

N
(Ke) ©? K= 601
= j(»\'/‘b) es CLolimnm o P?—ffo,o)J

Pdm Cl (O/ﬂ) / Vo ~e A I""G‘r /‘V‘

b fln = plavs o

() Cype)



X
Li~ / S k,v;)l / = /
() -3 C0p0) (kn\ )Co,e) (% *"9)

- Ha [J (o5 ) Simt0)
e 0)>(a,5

2(3-a)

< bk~ (P14
r0) ¢ 5)
= )ine ,\/02{3-”)( _

f—)O

= L~ ¥&e) = 0 > F Ll
(%7%) =202 ,2) eV }Rz



K< -5 =2 .5; Qt/cl'o Olae~ c" [0

H‘Y a"‘ éosfor U~ fr-U""" ar- ﬂ,t\;:af 2

X Bn) s () o (50

f{""r'”«) /4- 7 il
& 6

= (g_)m v 2(h-3)

Come =330

= \7&()6"/%)\)00

N->00

=’ LM f Clny) -/1/ 1—
eyhlc
A/“))“) (0/ o) Une ’ //aj

dwmscwv{aa



== M & Ve v B
DA = 3(&406'??) -ﬁ—y‘%>1:§
Xty
A- §(><,«o) R’ ) SO0 > (j

A = E[x,w)&Rz/ Fm) 6 (// wz;
A" \7£J/”/’”))

??CI'M)&N Jz v~ ﬂlo“r}l Colps /L aﬂ,—"m,

es AL, =S A o A




)

(E> 5_1"’{/"’) =

/X’-
?_%— = M
E"’ C‘?A)l'a C

Urie | Loblicaz | C2G) &,

g )(/.'M /c»)o A o~ Condirr (7 /w-]} 7"'50

0)6 7’(}(/‘6}3 ()‘%M_)/ SkC )

{T(x,'\s,) T(}q, ’\ﬂ)[ //5 = %) ~5~('4J f l

258

/ S (4)=Sinty,) l f ¢ L
e z




2( 7_(0 (Cre i I V llof Mn" o

St () - Ste(3) = Cs(4) (m-1,)

P /SN(«O.) ~5.‘~m,)( </ W - ’Uz/' {

o am) ; (o) €R = B\,,,” (9, 1)

%6 [y(/)"J o LXK 4l
S 0= XAt AN o Sl



IS’I < Ab{‘( + (1-4) ‘yl.{ "A*[lﬁl\)sj,

=7, Ifyz, C'*zz( £ (/\Z__[yl’y?[
Z

=
/T(XI/"&) _T(}(!/'\O,)) S A/z'll\f)"',‘stl ) ',;’Ikl"x‘l

<

' + i) Mox } [myw] frxf

”T[VI/":),) T(yt 0, " £ S " (xtf‘ﬁ) (Xz,"b,)d

.‘$'> 7/ cS cop)l‘act.)a

&v», 2 : Bl“‘ [”( 1) 4 60/\-/"!75
froe s Cerivds Abw

-"-7) T 7.‘.406 C~ ynico lobr)' ’bsb o 7?



= 7]'(;,\; e  Otica el an P

= E=m=s 1
@@ Sp=j¥R P fo0 e /«“’/)C[l
Sxe (1w 1)

?‘!""' ‘y A 7“[ LS .k éa/&t'm Qy Q"Dh)l

es  camde =5 SN Gned

D l/.SIM/Jo ,4 Cw)vo“ar‘“ J: L /apJaf; el

VL CR/ 3/‘4}0 77‘} X,I ]L(K)A’L =~ {{kl/‘ﬂ

2 S s+l 6l = \7(/*)<M'4 = I < /f



)cﬂ )(6.5/\ >f(>f) é)( 4)\"‘4

= -;JMé? Td xv© s < M

Co mo X e m-L,‘TurIo =2 5}( e AJ"L

=) j,\

Y\'- rum\,, l

Cm{)ns.

504 61[‘7/'.] ’)R
3c/\)= f (A4 (1-2) 34 )

r:)))'oéc S xw; S{,)J cS C/t‘r-'.m.(



FAxas /1-/\))<,).;J[(W)
Wl J1x1s aenisl 2 pxled = £

=2 AXs Ny B0, e ly

-'7.7 f /W) c S VAl o,v7[ amn (Dp( Lf/ﬁ)(’:!

~'3> c.xC,\) eS (.,,Jiw., //oor :ijw/Ui'f(.((’,;»:

Cﬂﬂﬂ ¢>( o) L0 ’5 S({] <o

g VI => JR6lall (=0

3



/Y}(o"‘ /4‘X'>X4 £ )3/4/()

7=
L T AR
pes ol dowr ik e o b

froc e / /ol' l- o by i bner o )},,*u-;;
.Z)N 121-‘[ ( 0/0)} Iz 4(0 de ol
FO o L 2

Ff"ﬁ (}///5) = (p/;)
—
T IR R fi f&,ﬂ)v j(qo) = O P




Fory = x (Cotm 1) = % (Coo-1)

——

X “y"

,J [—5,-‘/‘9) [a;(x\ -{]

X Xay 8

A/I )~¢/"~‘ adﬁ
L 5«5/"9) ‘{ ) ():Z_:'m C”‘J‘\ {

Yy 3 oy X
l-"ﬁ— el 1 &

XL-‘_ '\j» 7 r"'




" (7[[%), ) / o [ [ Cs(o-l /M)—i/j

)"R)ﬁ) (yﬂ) >l ,o)

e b L|() o)

" p

= i /- (asey) -| G -1
T P T 7‘/
("/'")-)(0/1)

(roem-/ . Cutd -1
f_z/j/,',,. [—:’ +/1M[ﬁ—

X—>o



