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P1. Estudie los siguientes ĺımites:

a) ĺım
(x,y,z)æ(0,0,0)

x2yz

x4 + x2y2 + z4

b) ĺım
(x,y)æ(0,0)

xy2

x2 + y2

c) ĺım
(x,y)æ(0,y0)

y2 sin
3 1

x

4
, con y0 ”= 0

d) ĺım
(x,y)æ(1,0)

ln(1 + (x ≠ 1)2 + y2) + (x ≠ 1)3 + y3

x2 + y2 ≠ 2x + 1

P2. Sea f : R2 æ R

f(x, y) =

Y
_]

_[

x3y3

(x2 + y2)–
si (x, y) ”= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Demuestre que para – < 3 f es continua para todo R2.
b) Muestre que f no es continua para – Ø 3.

c) Sea A =
I

x3y3

x2 + y2 > 1
J

. Muestre que A es un conjunto abierto.

P3. Sea R = {(x, y)R2 : |x| Æ 1, |y| Æ 1} y el sistema de ecuaciones

(E)
I

≠2x + sen(y) = 0
3 + e≠x2 ≠ 6y = 0

Demuestre que (E) tiene solución única en R. Indicación: Utilice el Teorema del Punto Fijo de Banach.

P4. Sea f : Rn æ R continua tal que

’L œ R, ÷M œ R tal que ÎxÎ Ø M ∆ f(x) Ø L

Para ⁄ œ R se define S⁄ := {x œ Rn : f(x) Æ ⁄}. Pruebe que:

a) S⁄ es cerrado
b) S⁄ es acotado
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Propuestos
P1. Sea f : B(0, 1) ™ RN æ R una función continua, suponga que existen x0, x1 œ RN tales que:

f(x0) < 0 < f(x1). Demuestre que existe un punto x œ B(0, 1) tal que f(x) = 0.
(Use el teorema de los valores intermedios para una función continua g : [0, 1] æ R adecuada).

P2. Estudie la continuidad de la siguiente función:

f(x, y) =

Y
]

[

x cos(y) ≠ y cos(x) ≠ x + y

x2 + y2 si (x, y) ”= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

Indicación: ĺım
zæ0

cos(z) ≠ 1
z

= 0

Resumen

[Conjuntos compactos]: Un conjunto A µ Rn se di-
ce que es compacto si para toda sucesión xn µ A , xn

tiene una subsucesión convergente a un punto en A.

[Caracterización conjuntos compactos en Rn]:
A µ Rn es compacto ssi es un conjunto cerrado y aco-
tado.

Sea f(x) : � ™ RN æ RM , entonces f se puede rees-
cribir por componentes como:

f(x) = (f1(x), f2(x), ...., fN (x))

Con fi una función definida de � ™ RN æ R

Continuidad de Funciones

Sea f : � ™ RN æ RM y x0 œ �, f se dice conti-
nua en x0 si:

(’Á > 0)(÷” > 0) tal que Îx ≠ x0Î < ” ∆
Îf(x) ≠ f(x0)Î < Á ≈∆ f(B(x0, ”)) ™ B(f(x0), Á)

ĺım
xæx0

f(x) = f(x0)

ĺım
xæx0

fi(x) = fi(x0), ’i œ {1, 2.., M} y f(x0) =
(f1(x0), f2(x0), .., fM (x0))

Propiedades: Sea f : RN æ RM continua, se tie-
ne que:

1. Si A ™ RN cerrado, entonces f≠1(A) es cerrado.
2. Si A ™ RN abierto, entonces f≠1(A) es abierto.

Ĺımites de Funciones

Sea f : � ™ RN æ RM y a œ � un punto de acumulación, entonces se dice que L œ RM es ĺımite de f cuando
x tiende a a. (las siguientes definiciones son equivalentes).

(’Á > 0)(÷” > 0) tal que Îx ≠ aÎ < ” ∆ Îf(x) ≠ LÎ < Á
ĺım
xæa

f(x) = L ≈∆ ĺım
xæa

fi(x) = Li, ’i œ {1, 2.., M} y L = (L1, L2, .., LM )
(’{xk} ™ �) tal que xk ”= a, xk æ a ∆ ĺım

kæŒ
f(xk) = L

Nota: El ĺımite de funciones de RN æ RM en caso de existir es único.
Nota: El Teorema del Sandwich se cumple para funciones a valores en R.

ĺım
(x,y)æ(0,0)

f(x, y) = ¸ ≈∆ ĺım
(fl,◊)æ(0,◊)

f(fl cos(◊), fl sin(◊)) = ¸, ’◊ œ [0, 2fi]

ĺım
(x,y)æ(x0,y0)

f(x, y) = ¸ ∆
3

ĺım
xæx0

ĺım
yæyo

f(x, y) = ¸ ‚ ” ÷
4

·
3

ĺım
yæy0

ĺım
xæxo

f(x, y) = ¸ ‚ ” ÷
4



E) ⑨ Tomando

soso.in/(X~,rsn,zd-- (0,0, :) → Izzo)

⇒

.EE?-....i-o-.oN-as(X~,rsn.zJ--
(1,1,E) → Chao)

÷:*; :-. :Nos

⇒ # pues Tiene que ser
único

b) Como rx-yjzo-sri-njs-2.mg/x-yfzo⇒ t.IM?z-2xy
⇒ ×

>

tyzzlxyl => 1>-1 = ①



⑧

| :&. / '- New

Usr. -d. He Lin
Hwa,,,

131--0

⇒ Lin
Hwa.. )

= o

c) €: Si y.io el límite existe

Li- J = 4- y
>
= y?

Hui →Mas) g-> yo

Sin (E) explota en ✗⇒
, por

>

oscila entre -1
y I



Notar
que are ¥ → O

Sin /1) = Sinjar) =D → O
nos

b. = 1-
→ o

ZNT -1¥

S:-(£) -Si- Guix = S.ve/--1-st

⇒ Ln Sin/E) No existo
a->o

Juntando esto

JCA (Xyz) =/¥ / Yo) →(paz)



Y}Sin/ E) = Yo
>

Sintiente O

Sea Frist . EE:/ g.)→ Gas. )

JÍS.nl#--rs?Si~kw-i-E).-rs.

⇒ Lin :D no existe
, pues es único

d) Ii-
*úÍ""É;
Primero hacer el cambio 2-= ×-1

⇒ 2-→ o

1in Hee Eui) + z
>

+ vi
☒→RÍE



Vamos A probar que es la Jarra de 2

límites
,

esto solo sirve si ambos cerveza

CS UNA Apuesta ,

Usaremos la Tecnica de polares
Usar ✗=p Caso

G. =p S .-0

y hacer ✓ → o
,
si da i-rhpe-d.it

O- E
de Ó ⇒ el límite existe

y si depende de E o es os

=> No existe
, para

hacer d contra yo-Yo



L.in/~(----Hl=Li-hM-ij)
⑦w.mil Ét } nota,

= Lin

no

"

= 1
que

es un
lirio real

" www.t#TE**-ruin
.tt?&?-/=L:-
=/in

Hot> yo,
/✓ Era +Sino,) /

a- 1in IN . 2=1
. - V1 -2=0

vio) -> (qó ) A>o



⇒ El primero converge A 1-

Y el segundo A 0
.

⇒ Converge A 1

☒ ① Usando alg de cortinas
,
se tiene

que ×
>

rj es continuo c- TÍ

1- -

qq.jp
es www.e~R-lxiy-o}

⇐ TI-Sai }

⇒ fixis ) es Cortina e- DE {Hot

Para el (0/0)
, vamos A probar q"

1-
iii.xp,

FMN = fosa = o



Lin /fkis-L.in |
⇒÷
.AE#./

(Xyy) ->CON

= Lin

Hoi>mi,
/%%"|
/grana- he- I. 1-

Ho ) -No
,
El

= Lin ↳
(3-a)

| = @

f->o

⇒ Lin FCX, y) = O ⇒ Es aol.ua
[✗is) -Mii

en R2

⑥ Notaras
que para

la continuidad en

IPÍ-36,011 Nos usan que



✗ <3 ⇒ Seguira siendo /o

HAY que buscar un problema a Lin flkis)
*→ni

Jen. Kris
.) = ?

, !) → (op)

Hii =
=

.

"•

= (E)
"

. ¡ rav

↳no ✗-3>-0

⇒ frxn,ni→ os
N->os

⇒ Li- fcxusl No existe /pues paraHD-2401
una junior se va A os



⇒ No es continuo en ⇒

DA :{ amor>LEÍ. > i}
A- { rxiweitilf# si}
A- = { aislar / fruteros}
A- f-

'(( rio)

Preimagen de un Abierto con f cortina

es Abierta ⇒ AoA6



⑨
Sitio = ×E) {3+e = y

Encontrar
una solución ÑYJ ) es

equivalente A encontrar un porte fijo

de Texas> = (órg, ¥
"

)
Hani -Tamiflu .

⇐

bing.IN/-+IEi-,Eil-



Por Teorema del valor Medi.

Sin (g) - Sinha) = ↳4) fy , -4J

⇒ /Sinha) -

sina.IE/rsi-rsd.1p-xi-e-xi--¿%.iq/x.-xd
⇒ IE"- e-"1<-1.2411/4-41
G- . Hisd , Krister = Ben.HU
} c- [×, ,a) o [✗un]

⇒ { = kit A-NY a- ✗ c-MI



141 El Hnl -1k -NIKI -1+11-+1=1

⇒ le
- ×?
- ¿xil a- l-z.lk -41

⇒ / Train -Tres] / E tatami +1,1m -al
E ({ + 1) Max } /nin.hk.at

1) Train - Train.to E f- 11AM) - Kimiko
⇒T es cortada.to

Como R =

¡ ↳
1111 q cnn.ch

pues es cerrada
y
Achb

⇒ T tiene un único punto fijo R



⇒ Tiene una única sduciú en R

-

E) D Si . { xoR~ifwer-a.it }
Si ._ f-

'
(r- ao
,

Fein
.ge Atraves de continua dr Cerrado

es cerrado => 5,1 Cerrado

b) Usando la Cortaron. di la hyrliíi es

V.LER
,

]Mi . # yo frente> IKKM

⇒ Jen. ✗ +1 ER
=> frx> <tu ⇒ 11×11<4



Sea ✗ ESA = fui el < 11-1

⇒ 1- MER TI
que 11×11 <M

↳ no ✗
es
arbitrario ⇒ St o Aatnd.

⇒ Jt Compró .

%µ

Sra
g :[si]

->R

oju-fhx.tn-Nk )

Proteus que JN es confiar



f-Hx. -1h-NX. ) -- f- (w}

IW/ ⇐ A /×. / + (1-NIKI c- ✗ + (1-1)--1

⇒ IX. + n-NXnc.BG/V,Kic-IH]

⇒ flw) es continua
por hipoleis

⇒ g.CN es continuo
, por igualdad de flexiones

Con Yoko y Yo > o

Por TVI ⇒ Tietou] grito
⇒ f- (ix. + A-ix. = O

f-(E) = O



☒ = IX. + (1- IIX, c- Blow

Trapío
Mirando la Indicación

,
es raro

pues el dc~nnim.de No es de la

forma | por
lo

que hay que
hacer un truquito

Para R '- lloro} por Alg de cortina

f-(kN es Gina
,yo ÍTRÍ -1-0

Par. (Ky) = (qe)



fans) = ✗ 1)

✗
'

ye

= te '
- ↳«÷]

imi

Noten
que

La cura -1

yo g-
= a- Lin Gw¥

✗→o

IIII a- Y por @

Con todo esto
y idea Lin =D



1- www.ii.li?-fl'TJ+-K¥11
4W-* km) -> CON

Elin

*mi
? - HEY

= :(¥:*! " 1+1" Y
E Eli. /

"¥/ +1in / '""¥1
✗→o

yo T"

yo

E O

⇒ b-
Ha>%,

FAV = 0=7%7

Con
lo que se concluyo que

el

Cas -
TINVA


