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P1. Estudie los siguientes ĺımites:

a) ĺım
(x,y,z)→(0,0,0)

x2yz

x4 + x2y2 + z4

b) ĺım
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2

c) ĺım
(x,y)→(0,y0)

y2 sin
( 1

x

)
, con y0 ̸= 0

d) ĺım
(x,y)→(1,0)

ln(1 + (x − 1)2 + y2) + (x − 1)3 + y3

x2 + y2 − 2x + 1

P2. Sea f : R2 → R

f(x, y) =


x3y3

(x2 + y2)α
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Demuestre que para α < 3 f es continua para todo R2.
b) Muestre que f no es continua para α ≥ 3.

c) Sea A =
{

x3y3

x2 + y2 > 1
}

. Muestre que A es un conjunto abierto.

P3. Sea R = {(x, y)R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} y el sistema de ecuaciones

(E)
{

−2x + sen(y) = 0
3 + e−x2 − 6y = 0

Demuestre que (E) tiene solución única en R. Indicación: Utilice el Teorema del Punto Fijo de Banach.

P4. Sea f : Rn → R continua tal que

∀L ∈ R, ∃M ∈ R tal que ∥x∥ ≥ M ⇒ f(x) ≥ L

Para λ ∈ R se define Sλ := {x ∈ Rn : f(x) ≤ λ}. Pruebe que:

a) Sλ es cerrado
b) Sλ es acotado
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Propuestos
P1. Sea f : B(0, 1) ⊆ RN → R una función continua, suponga que existen x0, x1 ∈ RN tales que:

f(x0) < 0 < f(x1). Demuestre que existe un punto x ∈ B(0, 1) tal que f(x) = 0.
(Use el teorema de los valores intermedios para una función continua g : [0, 1] → R adecuada).

P2. Estudie la continuidad de la siguiente función:

f(x, y) =


x cos(y) − y cos(x) − x + y

x2 + y2 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Indicación: ĺım
z→0

cos(z) − 1
z

= 0

Resumen

[Conjuntos compactos]: Un conjunto A ⊂ Rn se di-
ce que es compacto si para toda sucesión xn ⊂ A , xn

tiene una subsucesión convergente a un punto en A.

[Caracterización conjuntos compactos en Rn]:
A ⊂ Rn es compacto ssi es un conjunto cerrado y aco-
tado.

Sea f(x) : Ω ⊆ RN → RM , entonces f se puede rees-
cribir por componentes como:

f(x) = (f1(x), f2(x), ...., fN (x))

Con fi una función definida de Ω ⊆ RN → R

Continuidad de Funciones

Sea f : Ω ⊆ RN → RM y x0 ∈ Ω, f se dice conti-
nua en x0 si:

(∀ε > 0)(∃δ > 0) tal que ∥x − x0∥ < δ ⇒
∥f(x) − f(x0)∥ < ε ⇐⇒ f(B(x0, δ)) ⊆ B(f(x0), ε)

ĺım
x→x0

f(x) = f(x0)

ĺım
x→x0

fi(x) = fi(x0), ∀i ∈ {1, 2.., M} y f(x0) =
(f1(x0), f2(x0), .., fM (x0))

Propiedades: Sea f : RN → RM continua, se tie-
ne que:

1. Si A ⊆ RN cerrado, entonces f−1(A) es cerrado.
2. Si A ⊆ RN abierto, entonces f−1(A) es abierto.

Ĺımites de Funciones

Sea f : Ω ⊆ RN → RM y a ∈ Ω un punto de acumulación, entonces se dice que L ∈ RM es ĺımite de f cuando
x tiende a a. (las siguientes definiciones son equivalentes).

(∀ε > 0)(∃δ > 0) tal que ∥x − a∥ < δ ⇒ ∥f(x) − L∥ < ε
ĺım
x→a

f(x) = L ⇐⇒ ĺım
x→a

fi(x) = Li, ∀i ∈ {1, 2.., M} y L = (L1, L2, .., LM )
(∀{xk} ⊆ Ω) tal que xk ̸= a, xk → a ⇒ ĺım

k→∞
f(xk) = L

Nota: El ĺımite de funciones de RN → RM en caso de existir es único.
Nota: El Teorema del Sandwich se cumple para funciones a valores en R.

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ℓ ⇐⇒ ĺım
(ρ,θ)→(0,θ)

f(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) = ℓ, ∀θ ∈ [0, 2π]

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = ℓ ⇒
(

ĺım
x→x0

ĺım
y→yo

f(x, y) = ℓ ∨ ̸ ∃
)

∧
(

ĺım
y→y0

ĺım
x→xo

f(x, y) = ℓ ∨ ̸ ∃
)


