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P1. Estudie las siguientes sucesiones (convergencia y si son acotadas):

o (o) n(5):(143)7) 0 om0 ()

b) By = (2; L (2n+1)sin (;)) 0 Dy = (nin(1 +en ), 1220 i)

(nm)?

P2. Sea A y B subconjunto de R™. Demostrar que:

a) AC B = int(A) Cint(B) [Propuesto] AC B = adh(A) C adh(B)

b) int(A) Uint(B) Cint(AU B). De un ejemplo que muestre la falsedad de la otra inclusion.
) Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B). |De un ejemplo que muestre la falsedad de la otra inclusién.
) F

r(AUB) C Fr(A)U Fr(B). Considere que A y B son no vacios. De un ejemplo donde la inclusién
sea estricta.

e) [Propuesto|Fr(A) = Adh(A)\int(A)

Cc

d

P3. Encuentre (sin demostrar) la adherencia, interior, frontera de los siguientes conjuntos. También determine
cuales son compactos:

a) A={(z,y) € R*: |y| < |a|,2? +y* < 5}
b) VAeR: By ={(z,y) e Rx [-1,1]ly = Az}
c) C={(z,y) € R’|lz € Q,y > 2}

P4. Sea A, B C R", se define
A+B={a+b:ac A be B}

Pruebe que:
Si A es cerrado y ademas B es cerrado y acotado, entonces A + B es cerrado.

Propuestos

P1. Probar que:
i)Adh(A) = ﬂ C, C todos los conjuntos cerrados que contienen a A.
ACC
ii)Int(A) = U B, B todos los conjuntos abiertos que estdn contenidos en A.
BCA
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[Bolas abiertas y cerradas]:

Sea (R™,]|-]|) un espacio normado, considerando
xo € R™ y r > 0, se definen las bolas centradas en
xo de radio r abiertas y cerradas, respectivamente,
como:

B(zg,r) ={z e R"/ ||z — x| < r}

B(zo,r) = {z € R"/ ||z — wo <1}
[Conjunto abierto]: Se dice que un conjunto A es
abierto ssi:

Ve € A,3r > 0, tal que B(z,r) C A

Por ejemplo, toda bola abierta es un conjunto abier-
to. La unién arbitraria de conjuntos abiertos es
abierto y las intersecciones finitas.

[Conjunto cerrado]: Un conjunto A es cerrado si
A€ es abierto.

Toda bola cerrada es un conjunto cerrado. La inter-
seccién arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado
y las uniones finitas.

[Frontera]: Se define la frontera de un conjun-
to A C R™ como el conjunto de todos los puntos
x € R™ que satisfacen:

Vr > 0;B(x,r)NA#DOAB(z,r)NA° £

[Adherencia]: La adherencia de un conjunto A C
R™ son todos los puntos tales que:

x € ANr>0, Blz,r)NA#(

Observacion: Note que todo elemento de la fron-
tera es también punto adherente.

[Interior]: El Interior de un conjunto A C R™ son
todos los puntos tales que:

zre€A36>0, B(z,/) C A

[Sucesiones en R"]: Se define una sucesién en R”
como una funcién z : N — R", donde por nota-
ci6n se suele denotar como z(n) = x,. Se dice que
T, converge a algin zg € R™ ssi se cumple que:

Ve > 0;3ng € N tal que Vn > ng ||z, — 20| <€

Observacion: al igual que en una dimension, el
limite, de existir, es inico. Ademas, se satisface la
linealidad en el limite.

[Limite de sucesiones via sus componentes]:
Una sucesiéon z,, en R™ converge a un xy ssi cada
una de sus componentes converge por separado a
las componentes respectivas del vector xg.

[Sucesiones acotadas]: Se dice que z,, es una su-
cesién acotada si existe un M > 0 tal que ||z, || <
M para todo n € N.

[Sucesiones de Cauchy]: Se dice que x,, es suce-
si6n de Cauchy si Ve > 0, 3m,n € N tal que:

[|zn — zm|| <€

Observaciéon: Toda sucesion convergente y de
Cauchy es acotada. A su vez, toda sucesién con-
vergente es de Cauchy.

En R™ se cumple, ademas, que toda sucesiéon de
Cauchy es convergente.

[Espacio de Banach]: Se dice que un espacio vec-
torial es de Banach si es normado y es completo,
es decir, todas sus sucesiones convergentes son de
Cauchy.

[Caracterizacién de un conjunto cerrado]: Las

siguientes proposiciones son equivalente para A C
R™.

e A es cerrado
. FT(A) cA
o A= Adh(A)

e Siz, C Ay z, — xo entonces xg € A.

[Teorema de Bolzano-Weierstrass]: Toda suce-
sién acotada en R™ posee una subsucesién conver-
gente.

[Conjuntos compactos]: Un conjunto A C R™ se
dice que es compacto si para toda sucesién x,, C A
, T tiene una subsucesion convergente a un punto
en A.

[Caracterizacién conjuntos compactos en R"]:
A C R"™ es compacto ssi es un conjunto cerrado y
acotado.
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