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P1. Considere z € R%, y € R3, v € R" y Ni(v), N2(v) normas de R", determine si las siguiente funciones son
0 NO normas:

a) F(z)=/ax? + b22% donde a,b € R\{0} ) G(y) = Iyl + [y2] + [ys]
) H(z) = foa| + /o + 23 2) J(0) = Ni(0) + Na(v)

P2. Diremos que dos normas ||-|| , ||||, son equivalentes sobre un espacio vectorial E si existen dos constantes
c1 y ¢ tal que Vo € E se cumple

2]l < e ll2]l,

]l < ezl

También, definimos las siguientes normas [|z|, y [|z||,, como:

n
], = <Z|$z’|p> s zllo = sup [l
i=1 €N

Pruebe que ambas normas son equivalentes en R".

P3. Sea (R", |-||), se definen las bolas abiertas centradas en zg y de radio r como:

B(zg,r) = {z € R"| ||l — o] <7}
De forma similar se define la bola cerrada como:

B(xzo,r) = {x € R*[ ||z — 2o] <7}

El objetivo de esta pregunta es visualizar en R? bolas abiertas y cerradas cuando se varfa la norma que
se utiliza para definirla. Para ello, dibuje las bolas abiertas y cerradas en R? utilizando |||y, [|-|;, I, ¥

[l
Propuestos
1. Sea f € (C%([0,1],R), muestre que
11l =sup [£"(&)]+ [£'(0)| + [ £(0)]

te(0,1]

es norma. Calctlela para el caso particular donde f(¢) = sen(t) + cos(t).
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2. Sea A € Mpxm(R), muestre que

[AlE =

N M
D> fail?

i=1j=1

es norma. Posteriormente estudie \/traza(A*A) y encuentre una relacién con la norma.

Resumen

[Normas]: Si se considera el espacio vectorial R™
sobre R y al vector z,y € R™ y A € R, se define las

normas como una funcién ||-|| : R® — R tal que
cumple:

 Jz[[=0

o |z =0<=2z=0

o [zl = [A[]lz]

o Nz +yll <zl + vl

Entre los ejemplos mas importantes se encuentra la
norma p que se define como:

n 1/p
Iz, = (Z vailp)
i=1

Donde p > 1y x; es la coordenada i-ésima del vector
x.

[Producto interno]: Considerando z,y,z € R" y
A € R, se dice que la aplicacién

():R"xR" —R
es un producto interno ssi cumple:

L (A, y) = Mz, y)

2. (z+y,2) = (2,2) + (1, 2)

3. (z,y) = (y,x)

4. (z,2) >0 Vr#0
Observacion: No es dificil probar que la funcién
V/{x,x) , define una norma sobre R™. En particular
notar que la [|-||, se define con esta tltima operacién

como:
2
(2, 2) = [zl

[Desigualdad de Cauchy-Schwartz]: Para todo
z,y € R™ se cumple que:

(@, o) < =]l - Iyl

Donde (z,y) = >, x;y;, donde z;, y; son las com-
ponentes i-ésimas de los vectores x e y respectiva-
mente.

= [Equivalencia de normas]: Se dice que dos nor-

mas (|||, ,[]]l,) son equivalentes si 3k, ko > 0 tal
que:

kel < llzll, < ke llzll, VeeE

Donde E es el espacio vectorial donde se definieron
las normas respectivas.

[Distancia]: Sea M un conjunto, se dice que la apli-
cacion d : M x M — R ssi:

1. d(z,y) >0 Vz,ye M

2. d(z,y) = d(y, )

3. dlz,y) =0z =

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) Vz,y,z € M

Observacion: Para cualquier norma, la aplicacién
d(z,y) = ||z — y|| define una distancia.
[Bolas abiertas y cerradas]:

Sea (R™,||-]]) un espacio normado, considerando
zg € R™ y r > 0, se definen las bolas centradas en
zg de radio r abiertas y cerradas, respectivamente,
como:

B(xzg,r) ={z € R"/ ||z — zo|| < r}
B(zo,7) = {z € R"/ ||z — 0| < 7}

[Conjunto abierto]: Se dice que un conjunto A es
abierto ssi:

Vo € A,3r >0, tal que B(z,r) C A

Por ejemplo, toda bola abierta es un conjunto abier-
to. La unién de conjuntos abiertos es abierto.

[Conjunto cerrado]: Un conjunto A es cerrado si
A€ es abierto.

Toda bola cerrada es un conjunto cerrado. La inter-
seccion de conjuntos cerrados es cerrado.

Observacion: De manera andloga, un conjunto es
abierto si su complemento es cerrado.




