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P1. Sea X ⊆ R un subconjunto que satisface las siguientes condiciones:

i) 0 ∈ X,

ii) ∀r, t ∈ X, r + t ∈ X.

(Se sabe que tanto N como Z satisfacen las condiciones anteriores).

Dado el subconjunto X, se define en R la relación RX como sigue:

∀x, y ∈ R, x RX y ⇐⇒ (x− y) ∈ X.

a) (3 pts.) Demuestre que, para todo X ⊆ R que satisface las condiciones i) y ii), RX es una relación refleja
y transitiva.

Solución:

Veamos primero que RX es refleja. Sea x ∈ R. Tenemos que x RX x ⇐⇒ (x − x) ∈ X ⇐⇒ 0 ∈ X
(0,75 pts.), lo que es verdadero por la condición i). Concluimos que RX es refleja (0.75 pts.)

Veamos ahora que RX es transitiva. Sean x, y, z ∈ R. Supongamos que x RX y y que y RX z. Esto es,
supongamos que (x − y) ∈ X y que (y − z) ∈ X (0,5 pts.). Tomemos r = x − y y t = y − z. Por lo
anterior, r, t ∈ X. Luego, por la condición ii), r + t ∈ X (0,5 pts.) Por otro lado,

r + t = (x− y) + (y − z) = (x− z)

lo que muestra que (x− z) ∈ X. Aśı, x RX z. Concluimos que RX es transitiva (0,5 pts.)

b) (1 pto.) Demuestre que RN es una relación de orden.

Solución:

Usando la parte a), falta demostrar que RN es antisimétrica (0,2 pts.) Sean x, y ∈ R. Supongamos
que x RN y y que y RN x. Esto es, supongamos que (x − y) ∈ N y que (y − x) ∈ N (0,2 pts.) Si
tomamos r = x− y, tenemos entonces que r ∈ N y que −r ∈ N. Esto muestra que r = 0, porque 0 es
el único número natural cuyo inverso aditivo también es un número natural (0,2 pts.) Por lo tanto,
tenemos que r = x − y = 0. Concluimos que x = y y obtenemos, aśı, que RN es antisimétrica (0,2
pts.) Finalmente, tenemos que RN es una relación de orden (0,2 pts.)

c) (2 pts.) Demuestre que RZ es una relación de equivalencia. Además, demuestre que [p]RZ = Z para todo
p ∈ Z.

Solución:

Veamos primero que RZ es una relación de equivalencia. Por la parte a), falta demostrar que RZ es
simétrica (0,2 pts.) Sean x, y ∈ R. Supongamos que x RZ y. Esto es, supongamos que (x − y) ∈ Z.
Tomemos r = x − y (0,2 pts.) Como r ∈ Z, tenemos que −r ∈ Z, porque el inverso aditivo de un
número entero también es un número entero (0,2 pts.) Vemos que −r = −(x− y) = y−x ∈ Z, lo que
muestra que y RZ x. Aśı, RZ es simétrica (0,2 pts.) Finalmente, tenemos que RZ es una relación de
equivalencia (0,2 pts.)

Veamos ahora que [p]RZ = Z para todo p ∈ Z. Sea p ∈ Z. Demostraremos esta igualdad de conjuntos
por doble inclusión.

⊆ Si q ∈ [p]RZ , tenemos que (p− q) ∈ Z. Esto significa que existe n ∈ Z tal que p− q = n (0,2 pts.).
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Por lo tanto, q = n− p ∈ Z, ya que la resta de dos números enteros también es un número entero
(0,2 pts.)

⊇ Si q ∈ Z, tenemos que (p− q) ∈ Z, porque la resta de dos números enteros también es un número

entero (0,2 pts.) Aśı, p RZ q, por lo que q ∈ [p]RZ (0,2 pts.)

Obtenemos entonces que [p]RZ ⊆ Z y que [p]RZ ⊇ Z, por lo que [p]RZ = Z (0,2 pts.)

Indicación: Recuerde que puede usar las partes anteriores incluso si no las ha resuelto.

P2. Sea A un conjunto no vaćıo. Sea F = {f : A → A | f es una función}, es decir, F es el conjunto de todas las
funciones de A en A. Sea g : A→ A una función biyectiva. Se define la función φ : F → F por

φ(f) = g ◦ f.

a) Sea H ⊆ F definido por H = {f : A→ A | f es una función biyectiva}.
i) (2 pts.) Demuestre que, para todo h ∈ H, existe f ∈ H tal que g ◦ f = h.

Solución:
Sea h ∈ H. Como g es biyectiva, existe su inversa g−1 (0,4 pts.) Tomemos f = g−1 ◦ h (0,4
pts.) Esta función pertenece a H, porque la composición de dos funciones biyectivas es, a su vez,
biyectiva (0,4 pts.) Además,

g ◦ f = g ◦ (g−1 ◦ h) (Definición de f (0,2 pts.))

= (g ◦ g−1) ◦ h (Asociatividad de la composición (0,2 pts.))

= idA ◦ h (Composición de una función con su inversa (0,2 pts.))

= h. (La identidad es neutro para la composición (0,2 pts.))

ii) (2 pts.) A partir de i), concluya la siguiente igualdad de conjuntos: φ(H) = H.

Solución:
Demostraremos la igualdad de conjuntos por doble inclusión.

⊆ Si f ∈ φ(H), entonces existe h ∈ H tal que f = φ(h) por definición del conjunto imagen (0,3

pts.) Aśı, f = g ◦ h, por definición de φ (0,3 pts.) Como g es biyectiva y h es biyectiva,
tenemos que f es biyectiva porque la composición de dos funciones biyectivas es, a su vez,
biyectiva (0,2 pts.) Concluimos que f ∈ H (0,2 pts.)

⊇ Si h ∈ H, por la parte i), existe f ∈ H tal que g ◦ f = h (0,5 pts.) Esto es, tenemos que

φ(f) = h (0,2 pts.) Como f ∈ H, por definición de conjunto imagen, obtenemos que h ∈ φ(H)
(0,3 pts.)

b) (2 pts.) Demuestre que φ es biyectiva y calcule su inversa.

Solución:

Primera forma: Veamos primero que φ es inyectiva. Sean f1, f2 ∈ F y supongamos que φ(f1) = φ(f2)
(0,2 pts.) Como g es biyectiva, existe su inversa g−1 (0,2 pts.) Aśı,

φ(f1) = φ(f2) ⇐⇒ g ◦ f1 = g ◦ f2 (Definición de φ)

=⇒ g−1 ◦ (g ◦ f1) = g−1 ◦ (g ◦ f2) (Composición por la izquierda por g−1)

⇐⇒ (g−1 ◦ g) ◦ f1 = (g−1 ◦ g) ◦ f2 (Asociatividad de la composición)

⇐⇒ idA ◦ f1 = idA ◦ f2 (Composición de una función por su inversa)

⇐⇒ f1 = f2. (La identidad es neutro para la composición)

((0,2 pts.))

Por lo tanto, φ es inyectiva (0,2 pts.)
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Veamos ahora que φ es epiyectiva. Sea h ∈ F y debemos ver que existe f ∈ F tal que φ(f) = h (0,2
pts.) Tomemos f = g−1 ◦ h, donde usamos nuevamente que g es biyectiva (0,2 pts.) Luego,

φ(f) = g ◦ f (Definición de φ)

= g ◦ (g−1 ◦ h) (Definición de f)

= (g ◦ g−1) ◦ h (Asociatividad de la composición)

= idA ◦ h (Composición de una función con su inversa)

= h. (La identidad es neutro para la composición)

((0,2 pts.))

Concluimos que φ es epiyectiva (0,2 pts.)

Calculemos ahora la inversa de φ. Sean f, h ∈ F tales que φ(f) = h y “despejemos f”. Tenemos que

φ(f) = h ⇐⇒ g ◦ f = h (Definición de φ)

=⇒ g−1 ◦ (g ◦ f) = g−1 ◦ h (Composición por la izquierda por g−1)

⇐⇒ (g−1 ◦ g) ◦ f = g−1 ◦ h (Asociatividad de la composición)

⇐⇒ idA ◦ f = g−1 ◦ h (Composición de una función por su inversa)

⇐⇒ f = g−1 ◦ h. (La identidad es neutro para la composición)

((0,2 pts.))

Luego, definiendo ψ : F → F por
ψ(h) = g−1 ◦ h

los cálculos anteriores muestran que ψ(φ(f)) = f para todo f ∈ F . Como además

Dom(ψ ◦ φ) = Dom(φ) = F = Dom(idF )

y
Cod(ψ ◦ φ) = Cod(ψ) = F = Cod(idF ),

obtenemos que ψ ◦ φ = idF . Finalmente, como φ es biyectiva, concluimos que φ−1 = ψ (0,2 pts.)

Segunda forma: Sea ψ : F → F dada por

ψ(f) = g−1 ◦ f.

Veamos que ψ ◦ φ = φ ◦ ψ = idF . Esto demostrará simultáneamente que φ es biyectiva y que ψ es su
inversa (0,4 pts.)

Observemos primero que
Dom(ψ ◦ φ) = Dom(φ) = F = Dom(idF )

y que
Cod(ψ ◦ φ) = Cod(ψ) = F = Cod(idF ).

Por lo tanto, el dominio y codominio de ψ ◦φ coinciden con el dominio y codominio de idF (0,2 pts.)

Similarmente, se tiene que

Dom(φ ◦ ψ) = Dom(ψ) = F = Dom(idF )

y que
Cod(φ ◦ ψ) = Cod(φ) = F = Cod(idF ).

Por lo tanto, el dominio y codominio de φ ◦ψ coinciden con el dominio y codominio de idF (0,2 pts.)
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Sea ahora f ∈ F . Tenemos que

ψ ◦ φ(f) = φ(ψ(f)) (Definición de la composición)

= ψ(g ◦ f) (Definición de φ)

= g−1 ◦ (g ◦ f) (Definición de ψ)

= (g−1 ◦ g) ◦ f (Asociatividad de la composición)

= idA ◦ f (Composición de una función por su inversa)

= f. (La identidad es neutro para la composición)

Concluimos aśı que ψ ◦ φ = idF (0,5 pts.)

Por otro lado,

φ ◦ ψ(f) = ψ(φ(f)) (Definición de la composición)

= φ(g−1 ◦ f) (Definición de ψ)

= g ◦ (g−1 ◦ f) (Definición de φ)

= (g ◦ g−1) ◦ f (Asociatividad de la composición)

= idA ◦ f (Composición de una función por su inversa)

= f. (La identidad es neutro para la composición)

Concluimos también que φ ◦ ψ = idF (0,5 pts.) Esto muestra que φ es biyectiva y que φ−1 = ψ (0,2
pts.)

Duración: 1h 15’.
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