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TPCA 2 (Todes Pasamos Célculo y Algebra)

Fecha: 22/04/22

Algebra

P2. Funciones

Sean A, B, C, D cuatro conjuntos no vaciosy f : A — C'y g : B — D dos funciones biyectivas. Se define
Fap:={a:A— B|aesfuncién} y Fop :={h:C — D | hes funcién}. Considere ¢ : Fa p — Fc.p

definida para cada a € F4 g por p(a) =goao fi

a) Justifique que ¢ estd bien definida y muestre de dos formas distintas que es una biyeccién.

b) Pruebe que Va € F4 B, a es inyectiva (epiyectiva) <= ¢(a) es inyectiva (epiyectiva).

Solucién:

a) Veamos que ¢ estd bien definida, es decir que Voo € Fy p,3h € Feop,¢(a) = h. En efecto,
sea a € Fy p arbitrario. Notemos que ¢(a) = go o [~ € Fep, es decir, es una funcién de
C en D, lo cual es directo por propiedades del dominio y codominio de la composicion, ya que
Dom(p()) = Dom(f~') = C y Cod(p(a)) = Cod(g) = D, luego h = goao f~! € Fop esla
unica funcién que cumple que ¢(«) = h, lo que prueba que la funcién ¢ esta bien definida. Ahora,

veamos que es biyectiva de dos formas distintas.

» Forma 1 (Inyectividad y Epiyectividad): ¢ es inyectiva. En efecto, sean oy, 0 € Fa p
arbitrarios tal que ¢(a1) = p(ag). Esto nos dice por la definicién de ¢ que:

goajof l=goagof!

(1)

= g 'olgoaofof=g""o(goazof)of (2)
g~to,of

= (g og)oaro(fT o f) = (97" og)oaro (fT o f) (3)
ASOC. tl:iB_/ j&A_/ E,—/ j,—/

e a1 = (9
——
Prop. Identidad

(4)

por lo que ¢ es inyectiva. Ahora, veamos que ¢ es epiyectiva. En efecto, sea h € Fcp
arbitrario. Hay que encontrar a@ € F4 p tal que ¢(a) = h. Para ello, impongamos esta
igualdad y despejemos « de la expresién de ¢ en funcién de h (asi podremos saber cudl es el

a que debemos tomar para que se cumpla lo que queremos), es decir:

pla)=h

— goaofl=h

= g lo(goaofof

g~lo, of

——
Asoc.

& (g7 og)oao(ftof)
— —

—idp

= a=g tohof

——
Prop. Identidad

g lohof

g lohof
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Asi, tomando a = g loho f € Fu p se tiene que p(a) = h, lo que prueba que ¢ es epiyectiva,
y como ya vimos que era inyectiva, se concluye que es biyectiva.

» Forma 2 (Teorema de la Inversa): Nos enfocaremos en encontrar de inmediato la inversa
de ¢ (lo que prueba de paso que ¢ es biyectiva) despejando la variable independiente de la
expresion de . Esto es, para a € F4opy h € Fc p:

ola) =goao f1 — a=¢g tohof
—— ~— —_—
—h Anélogo a Epiyectividad =up(h)

Asi, tenemos que la funcién de F¢ p en Fu p definida por ¢(h) = g toho f, para h € Fe p,
es la propuesta de inversa de . Ahora, para concluir que ¥ corresponde efectivamente a la
inversa de ¢, debemos comprobar que ¢ o ¢ = idr, , ¥ que ¢ o = idr, , (igualdad de
funciones). Notemos que los dominios y codominios respectivos claramente calzan (mismo
andlisis hecho al principio con los dominios y codominios de una composicién). Ahora, falta
var que las imdgenes coinciden. Para ello, tomemos o € F4 p arbitrario. Luego

(Wop)(a) =v(p(a)) =d(goaof ) =g lo(goaofof =  a=idr,,a)

Parte anterior

Esto prueba que ¢ o ¢ = idr, ;. La igualdad p o9 = idr. ,, es andloga. Por lo tanto por el
teorema de la inversa se concluye que ¢ es biyectiva y que 1) = ¢!, probando lo pedido.

b) Sea a € F4 p arbitrario. Probemos por doble implicancia que
« es inyectiva (epiyectiva) <= ¢(«) es inyectiva (epiyectiva)

(= ) Supongamos que « es inyectiva y veamos que ¢(«) también debe serlo. En efecto, como g
y f~1 son biyectivas, en particular son inyectivas, luego p(a) = goa o f~! es una composicién de
funciones inyectivas, y por ende es inyectiva. Ademaés, notemos que si « hubiese sido epiyectiva,
entonces de manera andloga se concluye que ¢(a) debe ser epiyectiva, al ser composicién de
funciones epiyectivas (pues g y f~! lo son al ser biyectivas). Esto prueba la implicancia pedida.

( <= ) Supongamos que ¢(«) es inyectiva y veamos que « también debe serlo. En efecto, de la
misma forma que en las partes anteriores, podemos despejar a de la expresion de p(a) y llegar a
que o = g~ top(a)o f es una composicién de funciones inyectivas (g y f~! lo son al ser biyectivas),
y por ende es inyectiva. Ademads, si ¢(«) hubiese sido epiyectiva, tendriamos que a también debe
serlo, al ser composicién de funciones epiyectivas (g y f~! lo son al ser biyectivas). Esto prueba
la implicancia pedida.
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