P1l. Légica
Determine los valores de verdad de las proposiciones p, g, r, s, t sabiendo que la signiente proposicion es

(p= QAlr = 9)AT] = [8A(g = )|

falsa:




L. (2.0 ptos.) Demostrar, utilizando los axiomas de los numeros reales que
Ve,ye R 2,0#0 27 +y ' =(e+y)(z"y ")

en cada paso diga cual o cunales axiomas o propiedades esta utilizando.

Solucion: Desarrollaremos el lado derecho utilizando la distributividad

1

(z+y)e 'y ) =a(e'y™") +y(z"'y™") 0.5 ptos.

Asociando tenemos que z(z " 'y™!) = (zz~!)y~! (0.25 ptos.). Por el axioma de los inversos multiplicativos
(0.25 ptos) y el axioma del neutro multiplicativo (0.25 ptos) lo anterior es ignal a y=!.

Del mismo modo asociando y conmutando obtenemos que y(z~'y~!) = (yy~1)a~! (0.25 ptos.). Por el
axioma de los inversos multiplicativos (0.25 ptos) y el axioma del neutro multiplicativo (0.25 ptos) lo
anterior es igual a 7!, Lo que demuestra la igualdad.



P2. Cuantificadores
.Es cierto que Yy € Q,3z € Q, y V x* = —y)? Justifique su respuesta.




P5. Sean a,b € N\ {0},a > by f, definida por la recurrencia fo =2, fi=2ay fuy1 =afa +bfn-1,Yn €
N\ {0}. Muestre que Vn € N, f, > a™ + b".

Solucién: Procedemos por induccion fuerte, pues la recurrencia se define a partir de dos momentos
anteriores (para calcular el término n + 1, requiero el término n y n — 1). Los casos base son n = (0
v n. = 1 (2 casos base porque requeriré como hipotesis inductiva que 2 momentos anteriores a n+ 1,
que serian el momento n y n — 1, satisfagan la desigualdad deseada); en estos casos se tiene que
fo=2= 1—|—1:an—|—bﬂ'2an—|—hny_f1 =2 =a+a > at+b=a'+b' >a' + ¥ por lo tanto
—
a=bh
satisfacen la expresion deseada. Ahora para el paso inductivo, sea n > 1 arbitrario (siempre mas
grande que el caso base méas grande) de tal forma que se cumple lo deseado para n—1 y n (hipitesis
inductiva, ya no solo considero que n cumple lo que quiero como en induccion débil, sino también
n — 1). Probemos con ello que entonces n + 1 cumple lo deseado. En efecto:

fn+1 = ﬁ'-f'n. - bfn—l (18)
> ala™ +0")+ b a1 + e 19

Zala"+ ") + b ) (19)

H.1.

. - i | 7L n—1 i

=a"" + _a b"+ba"" " +b (20)

>b >0

gL G (21)

= an.—f—l + bn-i—l (22)

y esto prueba lo que queriamos (ojo que en (3) la tiltima expresién es positiva pues por el enunciado
a y b eran naturales no mulos, por lo tanto esa operacion corresponde a un natural y por lo tanto
en particular es positiva). Luego por induccion fuerte se concluye lo pedido..




3. (2.0 ptos.) Encuentre el conjunto solucion de la signiente inecuacion

2241 <1 (1)

|[z2-3x+2| —
Solucién: Las expresiones 2% — 2z + 1 y 2* — 32 + 2 pueden factorizarse como 2? — 2z + 1 = (z —1)% y
2* — 32 + 2= (2 — 2)(x — 1). De modo que las soluciones de la inecuacion (1) son las mismas que las de

la inecuacion

g:—;” <1 (2) salvo la solucion z = 1 (0.5 ptos.)

Esta ultima inecuacion es equivalente a

—1<El <l (3)

(e—2) —
Asi x es solucion de la inecuacion (3) si
(a)z>2y —(z—2)<z—-1<2—2o0 bien
(b)ea <2y —(z2=-2)2z—-1>2-2.
En el caso (a) no existe x que satisfaga las tres desigualdades pues una de ellas (=1 < —2) es siempre
falsa (0.5 ptos.).
La solucion a las inecuaciones del caso (b) es el intervalo | — oo, 2] (0.5 ptos.).

Por lo tanto la solucion a la inecuacion (3) es el intervalo | — oc, %] Como todas las soluciones de (3) son

soluciones de (1) a excepcion de @ = 1 concluimos que el conjunto solucion es | — oo, 2]\ {1} (0.5 ptos.).



P7. Sea I un conjunto de referencia no vacio y A, B, C' C I conjuntos cualesquiera. Demuestre que
CC(A\B)U(B\ A) <= (CNBCB\A)A(C\BCA).

Solucién: Procedemos por doble implicancia.
Por hipotesis v delinicion de diferencia de conjuntos:

CC(A\B)U(B\A)=(AnB YU (Bn A%

Ahora, como quiero probar algo con €' M B, intersectemos a ambos lados la inclusion de arriba por B
(recuerden que siempre se puede intersectar o unir a ambos lados por el mismo conjunto, al igual que
una igualdad en los reales cuando suman a ambos lados por algo) vy utilizando la distributividad de N
con respecto a L se obtiene que:

CNBC(ANBYU(BNAY)|NB=(ANB"NB)U(BNA°NB)=BNA"=B\A.

BenB=R BnB—=gE
Por otro lado, si intersecto ahora la inclusion del principio por B a ambos lados queda que:

C\B=0CnBecllAnB)YuBnA)nB =[AnB nBYu(BnA nNBY) =AnB*c A

H(:I-']E(:_B(: Br-.IE.-_-__ﬂ

lo que prueba lo deseado.
Por hipitesis y definicion de diferencia de conjuntos:

C\BCA=—= CNB' NBCANB*=A\B.
R NBe  —CNBe=C\B

Pero ademas tenemos por hipdtesis que C N B C B\ A. Luego, utilizando esto y el hecho que C' =
(CNB)U(C\ B) (ficil de demostrar, lo hicimos en el auxiliar 3, pueden convencerse con un dibujo
que es cierto) se obtiene gue:

C=(CnB)U(C\B)C(B\A)U(A\ B)

lo que prueba lo pedido.



