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Pauta TPCA 3

P3. Relaciones de Equivalencia

Sea f: A — B una funciéon y S una relacién de equivalencia en B. Se define la relacion R en A tal que

para cada a,b € A:
aRb < f(a)Sf(b)

a) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

Solucién: Hay que ver que R es refleja, simétrica y transitiva.

- Refleja: Sea a € A arbitrario. Veamos que aRa. En efecto, como S es refleja (al ser de
equivalencia), f(a)Sf(a), lo cual nos dice que aRa.

- Simétrica: Sean a,b € A arbitrarios tal que a/Rb. Veamos que bRa. En efecto, por hipotesis
f(a)Sf(b), y como S es simétrica (al ser de equivalencia), f(b)Sf(a), es decir bRa.

- Transitiva: Sean a, b, c € A arbitrarios tal que aRb A bRc. Veamos que aRe. En efecto, por
hipétesis f(a)Sf(b) A f(b)Sf(c), y como S es transitiva (al ser de equivalencia), f(a)Sf(c),
esto es aRce.

Por lo tanto R es relaciéon de equivalencia.

b) Muestre que A/R = {f1([f(a)]s) : a € A}.

Solucién: Sabemos que el conjunto cuociente estd dado por
A/R ={[a]g : a € A}

donde para cada a € A,
lalr = {be€ A:aRb}

Asi, basta ver que Va € A, [a]r = f~1([f(a)]s) (igualdad de conjuntos) para concluir lo pedido.
En efecto, sea a € A arbitrario (fijamos una clase de equivalencia a estudiar) y sea b € [a]r
arbitrario (estudiamos un elemento arbitrario de la clase que la caracterizard).

<= aRb (1)

——
def. de clase

= [(@)Sf() 2)

def. de R

—  [f)elfa)ls (3)

def. de clase

= el (fa)s) (4)

def. de preimagen

Como b € [a]g era arbitrario, esto nos dice por definiciéon de igualdad de conjuntos que
[alr = f71([f(a)]s), y esto Va € A (pues el a € A que tomamos era arbitrario), lo que prueba

que A/R = {f"!([f(a)ls) : a € A}.




