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Álgebra
P2. Funciones

Sean A,B,C,D cuatro conjuntos no vaćıos y f : A → C y g : B → D dos funciones biyectivas. Se define
FA,B := {α : A → B | α es función} y FC,D := {h : C → D | h es función}. Considere φ : FA,B → FC,D

definida para cada α ∈ FA,B por φ(α) = g ◦ α ◦ f−1.

a) Justifique que φ está bien definida y muestre de dos formas distintas que es una biyección.
b) Pruebe que ∀α ∈ FA,B, α es inyectiva (epiyectiva) ⇐⇒ φ(α) es inyectiva (epiyectiva).

Solución:

a) Veamos que φ está bien definida, es decir que ∀α ∈ FA,B, ∃!h ∈ FC,D, φ(α) = h. En efecto,
sea α ∈ FA,B arbitrario. Notemos que φ(α) = g ◦ α ◦ f−1 ∈ FC,D, es decir, es una función de
C en D, lo cual es directo por propiedades del dominio y codominio de la composición, ya que
Dom(φ(α)) = Dom(f−1) = C y Cod(φ(α)) = Cod(g) = D, luego h = g ◦ α ◦ f−1 ∈ FC,D es la
única función que cumple que φ(α) = h, lo que prueba que la función φ está bien definida. Ahora,
veamos que es biyectiva de dos formas distintas.

Forma 1 (Inyectividad y Epiyectividad): φ es inyectiva. En efecto, sean α1, α2 ∈ FA,B

arbitrarios tal que φ(α1) = φ(α2). Esto nos dice por la definición de φ que:

g ◦ α1 ◦ f−1 = g ◦ α2 ◦ f−1 (1)
=⇒︸ ︷︷ ︸

g−1◦ , ◦f

g−1 ◦ (g ◦ α1 ◦ f−1) ◦ f = g−1 ◦ (g ◦ α2 ◦ f−1) ◦ f (2)

=⇒︸ ︷︷ ︸
Asoc.

(g−1 ◦ g)︸ ︷︷ ︸
=idB

◦α1 ◦ (f−1 ◦ f)︸ ︷︷ ︸
=idA

= (g−1 ◦ g)︸ ︷︷ ︸
=idB

◦α2 ◦ (f−1 ◦ f)︸ ︷︷ ︸
=idA

(3)

=⇒︸ ︷︷ ︸
Prop. Identidad

α1 = α2 (4)

por lo que φ es inyectiva. Ahora, veamos que φ es epiyectiva. En efecto, sea h ∈ FC,D

arbitrario. Hay que encontrar α ∈ FA,B tal que φ(α) = h. Para ello, impongamos esta
igualdad y despejemos α de la expresión de φ en función de h (aśı podremos saber cuál es el
α que debemos tomar para que se cumpla lo que queremos), es decir:

φ(α) = h (5)
⇐⇒ g ◦ α ◦ f−1 = h (6)
⇐⇒︸ ︷︷ ︸

g−1◦ , ◦f

g−1 ◦ (g ◦ α ◦ f−1) ◦ f = g−1 ◦ h ◦ f (7)

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
Asoc.

(g−1 ◦ g)︸ ︷︷ ︸
=idB

◦α ◦ (f−1 ◦ f)︸ ︷︷ ︸
=idA

= g−1 ◦ h ◦ f (8)

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
Prop. Identidad

α = g−1 ◦ h ◦ f (9)
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Aśı, tomando α = g−1 ◦h◦f ∈ FA,B se tiene que φ(α) = h, lo que prueba que φ es epiyectiva,
y como ya vimos que era inyectiva, se concluye que es biyectiva.
Forma 2 (Teorema de la Inversa): Nos enfocaremos en encontrar de inmediato la inversa
de φ (lo que prueba de paso que φ es biyectiva) despejando la variable independiente de la
expresión de φ. Esto es, para α ∈ FA,B y h ∈ FC,D:

φ(α)︸ ︷︷ ︸
=h

= g ◦ α ◦ f−1 ⇐⇒︸ ︷︷ ︸
Análogo a Epiyectividad

α = g−1 ◦ h ◦ f︸ ︷︷ ︸
=:ψ(h)

Aśı, tenemos que la función de FC,D en FA,B definida por ψ(h) = g−1 ◦ h ◦ f , para h ∈ FC,D,
es la propuesta de inversa de φ. Ahora, para concluir que ψ corresponde efectivamente a la
inversa de φ, debemos comprobar que ψ ◦ φ = idFA,B

y que φ ◦ ψ = idFC,D
(igualdad de

funciones). Notemos que los dominios y codominios respectivos claramente calzan (mismo
análisis hecho al principio con los dominios y codominios de una composición). Ahora, falta
var que las imágenes coinciden. Para ello, tomemos α ∈ FA,B arbitrario. Luego

(ψ ◦ φ)(α) = ψ(φ(α)) = ψ(g ◦ α ◦ f−1) = g−1 ◦ (g ◦ α ◦ f−1) ◦ f =︸︷︷︸
Parte anterior

α = idFA,B
(α)

Esto prueba que ψ ◦ φ = idFA,B
. La igualdad φ ◦ ψ = idFC,D

es análoga. Por lo tanto por el
teorema de la inversa se concluye que φ es biyectiva y que ψ = φ−1, probando lo pedido.

b) Sea α ∈ FA,B arbitrario. Probemos por doble implicancia que

α es inyectiva (epiyectiva) ⇐⇒ φ(α) es inyectiva (epiyectiva)

( =⇒ ) Supongamos que α es inyectiva y veamos que φ(α) también debe serlo. En efecto, como g
y f−1 son biyectivas, en particular son inyectivas, luego φ(α) = g ◦α ◦ f−1 es una composición de
funciones inyectivas, y por ende es inyectiva. Además, notemos que si α hubiese sido epiyectiva,
entonces de manera análoga se concluye que φ(α) debe ser epiyectiva, al ser composición de
funciones epiyectivas (pues g y f−1 lo son al ser biyectivas). Esto prueba la implicancia pedida.
( ⇐= ) Supongamos que φ(α) es inyectiva y veamos que α también debe serlo. En efecto, de la
misma forma que en las partes anteriores, podemos despejar α de la expresión de φ(α) y llegar a
que α = g−1 ◦φ(α)◦f es una composición de funciones inyectivas (g y f−1 lo son al ser biyectivas),
y por ende es inyectiva. Además, si φ(α) hubiese sido epiyectiva, tendŕıamos que α también debe
serlo, al ser composición de funciones epiyectivas (g y f−1 lo son al ser biyectivas). Esto prueba
la implicancia pedida.
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