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IN3171 - Modelamiento y Optimizacion
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1 Simplex

Considere el siguente programa lineal.

min —3xy —2x3 x4
s.a. x1 —2xo +5xr3 214 —3xg =5
(PL) +xo  —2x3 ‘4z +T5 —276 =7
+xo —3x4 —3x¢g 4x7 =3
1, o, s, T4 Is5, L6, Ty > 0

1. Encuentre una solucién bésica factible x que corresponde a la base B = (1,5,7). Respuesta:
Considerando 1, x5, x7 como variables basicas, se procede a hacer el resto igual a 0 al ser un problema de
forma standard, y se obtiene el punto (5,0,0,0,7,0,3). Se ouede obtener tanto reemplazando o utilizando
Ay 1xb = xj Para cada variable no-bésica x;, calcule el costo reducido ¢;. Argumente si se puede concluir
que x es 6ptimo. Respuesta:

Se puede notar que los costos asociados a las variables bésicas es un vector de puros ceros, por lo tanto el
vector de costos reducidos C serfa los costos de las variables né basicas (-3,-2,1,0), y como no es positivo,
no es el 6ptimo.

2. Recuerde que para cada variable no-bdsica x;, hay una direccién factible d’. ;Para cuales de las variables
no-bésicas z; el valor de la funcién objetivo

(a) mejora,
(b) empeora,
(c) no cambia,

si uno va desde x hacia d’, es decir, desde x a un punto x + 6d’ para un 6 > 0? Justifique.
Respuesta:

(a) mejora para xo y x3
(b) empeora para x4

(c) no cambia para xg

Esto sucede pues los costos reducidos representan la cantidad que va a variar la funcién objetivo si nos
movemos de x a = + 0d’, se decir, si vale la pena o no hacer que una variable no bésica se vuelva distinta
de 0. El valer la pena hace referencia a que si el costo reducido es negativo y buscamos minimizar una
funcién, entonces al hacer la variable no basica asociada a ese costo reducido negativo distinta de 0, se
estaria agregando ese costo a la funcién objetivo por unidad. Seleccione una variable x; tal que ¢; < 0.
Encuentre el valor maximo 6 > 0 tal que z + 8d’ =: y es un punto factible para (PL). Escriba una base
B’ que corresponde a y.

Respuesta:
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Se pueden elegir tanto xo como x3. Se hard el desarrollo para xo. Notar que A, = Agl = I y que el punto

es z = (5,0,0,0,7,0,3)

e Se elige xo para entrar a la base. Se calcula la direccion asociada a que la variable no bésica entre
ala base dj = —A,; 1+ A; = —(—-2,1,1) = (2,—1,-1) = (d1,ds5,dy). Finalmente el vector d es
(2,1,0,0,-1,0,-1). Este se obtiene pues el d; = d es el vector que nos muestra como van a variar las

variablés basicas y d,, = (0,---,1;,---
que entrard a la base. Se procede a calcular X+ 0d > 0, es decir

1
T2
T3
T4
L5
L6
7

+0dy
+0ds
+0ds
+0d,
—|—0d5
+0dg
+0dy7

>0 5 420
>0 0 +6
>0 0 40
>0 = 0 40
>0 7 -0
>0 0 40
>0 3 -0

>0
>0
>0
>0
>0
>0
>0

,0) donde ese 1 es en la coordenada de la varible no bésica

FInalmente se obtiene que el # més chico que rompe la desigualdad es = 3 finalmente, reemplazamos
y se calcula x + 3d obteniendo el punto (11,3,0,0,4,0,0), lo que implica que x7 salio de la base y que
la base del punto finalmente es B=[1,2,5]

Sea P el conjunto de los puntos factibles de (PL). Demuestre si P contiene una linea o no. Respuesta:
Como el poliedro tiene una SBF, se puede asegurar, utilizando el teorema de que si un poliedro que
pertenece a R” contiene una linea, entonces no hay N restricciones L.I que se puedan activar
en este, y por lo tanto, no tiene una SBF., de que el poliedro no tiene una linea, ya que se puede
utilizar la negacion del teorema. enumerate

2 Aun mas Simplex

Considere el problema de optimizacion lineal

min
s.a.

T

Ty + x> —1
l‘l*.’L’QS*l
1'1—21'22—4

(a) Grafique el problema e indique la solucién éptima.

(b) Escriba el problema en formulacién estdndar. ;Es el punto asociado a (x1,z2) = (0, 1) en el problema

de formulacién estdndar una solucion basica factible? Justifique.

(¢c) SPOILER: (z1,x2) = (0,1) es SBF. Encuentre una direccién a una SBF adyacente que tenga costo
reducido negativo ({por qué queremos movernos de punto?).

(d) Haga una iteracién de simplex. Muestre que el nuevo punto es una SBF. Comente si el punto es

degenerado o no.

PAUTA P2
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Fig. 1: Grafico problema pregunta 2.

(a) Dado que el vector ¢ = ( 10 ) y el problema es de minimizacion, es claro que el punto éptimo sera
aquél que posea la coordenada maés pequena de x1 y que sea factible.

De la figura [1| se observa que el minimo se encuentra en el punto z = ( —2 1 ).

(b)

min x{ — ]
+ T gt

sa. x{ —x] +xy —xy —x3=—1
xi—azf—azé:—l—az;—l—u:—l
x}r—xl —2x9 + 229 — x5 =—4

J— + —
T, ,Ly,Ty,T3,T4,T5 20

Con(x’{ x5 ):( 01 ):>331":331_:a:2_:0, 3:;':1. Ademads, x3 =2, 14 =0y x5 = 2. Para
que sea solucién bésica factible necesitamos n — m variables en 0. Eso es equivalente a 7 — 3 = 4
variables no basicas. Como xf, x],%5 y x4 son nulas, entonces el punto ( 0 1 ) es s.b.f.

(¢c) Tenemos que xp = ( :cgr T3 s ) yIN = ( xf Ty T, T4 ) Por comodidad, multiplicaremos

la restriccién 1 y la 3 por —1 para mantener las 3 variables slacks positivas. Asi, la matriz béasica

queda por:
-1 10 0 -1 0 -1 1 1 0
B=(-100}|,B'"=|1-10],N=[1 -1 1 1
2 01 0o 2 1 -1 1 =20
Como c’jg = ( 0 0 0 ), se tiene que los costos reducidos son:
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in=cy—csB'N=(1 —1 0 0). Deesta forma, la variable ] es la tnica que tiene un costo
reducido negativo, por lo tanto debe entrar a la base. Ahora s6lo nos falta calcular su direccién

0 -1 0 1 -1
dg=-u=-B'A4;=-[ 1 -1 -1 —2
0o 2 1 1 1
Asi se obtiene
0
1
—1
d- = 0
xl _2
0
1

(d) La variable con menor costo reducido es 7 por tanto, entra a la base. Para elegir la variable que
sale debemos ver el minimo cuociente de:

+
. xi . 7‘%2 l = ]_ x3_ = 2 —
min — p = 1Inin ey 1 T 2
‘rl u + qu
u, To

Como ambos son iguales, eligiremos x5 de salida. Asf, las nuevas variables bésicas son
— o N
zp= (2] a3 x5)ny—(a:1 3 oz w4 )

1 10 0 -1 0 1 1
B=| -100|,25=B"'%=[1 1 0 -1 ]1=1o0
1 01 0 1 1 4 3

Para que el nuevo punto sea sbf debe tener n — m = 4 variables en 0 lo cual es cierto, incluso posee
5 (las 4 no bésicas més la variable x3) por lo que el punto es degenerado.
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Algoritmo Simplex

Dados A € R™*" de rango m, b € R™ y ¢ € R", el algoritmo simplex resuelve el problema

(a)

min 'z
TER?
sa. Axr =10

x > 0.

Inicializacion:

Encontrar una base factible B, cuyas columnas denotaremos por Apgq),

Definir indices bésicos y no bésicos: B := {B(1),...,B(m)},
Calcular B!, zp:=B7', z:= xp.

Test de optimalidad:

Calcular los multiplicadores sfmplex: p' := ¢, B~
Calcular los costos reducidos: ¢; :=¢; — p'A; Vj € N.
SiVjeN, ¢ >0, terminar (estamos en el 6ptimo).
Si no, sea j € N tal que ¢; < 0.

Test de factibilidad:

Calcular u := B™14;.

Calcular T := {i € {1,...,m} | u; > 0}.

Si Z = (), terminar (el problema es no acotado).

Si no, calcular 6% := min 2@ y ¢ € T tal que 0* =

LB() LB
i€l Wi

7

Actualizar:

N :={1,...

ooy AB(m).

Formar una nueva base B reemplazando Ap(y) por A; en la base anterior.

Bi=B\{B(O}U{j}, N:=N\{j}U{B()}
Decimos que z; entra a la base y zpg(y) sale de ella.
zj:=0% wpgy = xpu — 0u; para i # L.
222224—9*6T

Calcular B~1(x).

Ir a 2.
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