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1. a) El potencial efectivo es la suma del potencial V' (r) con la barrera centrifuga B(r):

C 12
V. =——+—
er(r) 3r3  2mr?
Lo derivamos e igualamos a 0 para encontrar el maximo:
aVey C 12 mC
dr rt  mr3 0T

Evaluamos en el potencial efectivo para obtener su valor maximo:

Vo = Vey(ro) = — ¢ L + -
0= Vef\lo) = 3(7711720>3 Qm(”llig)Q_ 3m3C?2  2m3(C?
l6
Vo= 800

b) Para graficar el potencial efectivo debemos considerar:

» Ceros de Vf(r): un tinico cero

12 C 2mC 2
Ver=0=—=5 ——==rVe=0)= ==
ef omrz g 7 TV =00 =g =5
= 7 — 00: vemos que el término negativo serd més pequeno que el positivo, debido a su

dependencia radial. Con lo que V,¢(r — o0) — 0T, es decir, tiende a cero por sobre el eje r.

To

» r — 0: al revés, el término negativo se hace mas grande que el positivo, V¢(r — 0) = —o0
» 57 se quiere: punto de inflexion.

*Vyy 312 4C 4mC 4
_7—7:0:>71inf:?:§710

dr? mrt  rd

Graficamos:
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¢) Estudiamos el caso critico E = Vj, el cual nos daréd el méximo valor del momentum angular [..
Como el potencial (y la fuerza) es central, se conserva la energia. Escribimos la energfa inicial:
1 12 c 1
E; = —mi? + — — = —mu?
L2 omr2 33 2

Donde el segundo y tercer término se anulan, ya que r — oo. Por otro lado, la energia justo
cuando la particula estd en rg y E = Vp, 7 = 0. Escribimos la energia final en ese punto:

12 C 16
=55 53 == ¢ 353
mrg  3rg 6m3C'

Igualando la energia inicial con la final, obtenemos el valor critico I.:

— = |l = (3vgm402)%

2. a) Usamos coordenadas polares, con r = R, 7 = 7 = 0, é =w,  =0. La 2da Ley de Newton queda:

GMm

F=md=— P =m(i — rd?)F + m(2¢d + rd)d

r2

La componente angular se anula, quedando sélo la radial. Reemplazando los valores de r y ¢:

Relacionamos frecuencia angular orbital con periodo orbital:

o s R3
LN LN L VY
Y= o T\aom

Hasta acd esta bien. Elevando al cuadrado y reordenando, llegamos a la 3ra Ley de Kepler:

22_ 472
R3  GM

Observacidn: si fuese una 6rbita eliptica R — a (semieje mayor).

b) Considerando el camino radial como una elipse muy delgada, se tiene que la velocidad angular es
despreciable, vg ~ 0. Ahora, usamos coordenadas polares, considerando é = ¢ =0y r variable.

Z_ - GMm . . GM
F=mad=-—F5—=mi=i=——

r

Integramos usando el truco de la 2da derivada, considerando las siguientes CI: #(0) = R, 7(0) = 0

di _ GM _Gy' HQ_GM<_1>
T 2

07"7“ , R
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Despejamos la velocidad radial, sabiendo que como el planeta se acerca al Sol, 7 < 0:

dr — /1 1
- —_ —a — 2 M —_— — —
" dt G r R

Integramos la ecuacién separable, considerando un tiempo de caida tg tal que r(tg) = Rg:

Rs 1 Rs 1
/ —V2GMtg = tg = —/ ——dr
/l 1 V2GM Jr /11
T T R

Hasta aqui se podria discutir que se tiene resuelto el problema. No obstante, dados los hints
apropiados, es viable hacer la resoluciéon de la integral. Comenzamos asumiendo un caso indefinido:

R 1
r:Ru:»dr:Rdu:»/dqu?’/?/du
Vi T Vi

1 1
= = csc?0 = u = sen?0 = du = 2senfcosd ; — — 1 =csc?d — 1 = cot?d
u u

1 1 — cosf 1
2R3/? / —senfcosfdf = 2R3/? /sen26d9 = 2R%/? / S = R3/%(6 — ~sen20)
cotf 2 2
Volviendo a la variable original: § = arcsen \/u = arcsen |/, sen(2arcsenz) = 2x V1 — V1—a?

R3/2 (arcsen \/Z — %sen <2arcsen \/; )) R3/2 (arcsen \/> \ - —

Evaluando en los limites de integracién, encontramos el tiempo de caida:

tg = — 1 arcsen \/7 — e (1-Z
ST \Vaem R R R
ts = — H [arcsenUR — arcsen( ( };S (1 - ?;) — 0)]

. R3
ST\ a2gMm

Rg

[ — arcsen

3. a) Como la barra rota en torno a un punto fijo, y la fuerza de roce no hace trabajo (ya que no
hay desplazamiento del punto de contacto previo al deslizamiento), podemos usar la conservacién
de la energia. Escribimos la energia mecédnica para este sistema, al instante inicial y luego de un
desplazamiento angular 6, recordando que el centro de masa de la barra se encuentra en su mitad:

L

MalL . .
o K;=0 , E;=U;= Mgh, ; hing

E; = 5 ;

MgL

L
cosd ; hl = Zcosh

1 .
Ep = -1p6?
F=54p + 5



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

Notamos que como el eje de giro esta desplazado en L/2 con respecto al centro de masa de la barra
y es paralelo a éste, debemos usar el teorema de Steiner para obtener Ip. Consideraremos conocido
el momento de inercia de una barra uniforme con respecto a su centro de masa, I, = %M L?

2

1 L 1
Ip=1 MR?2= —_MI?>+M|(=)| = -ML?
P = dom + 12 + (2) 3

También podria decirse que el momento de inercia de una barra uniforme con respecto a uno de
sus extremos es conocido. Reemplazando en el valor final de la energia, e igualando con la inicial:

MgL MgL

2

11 .
E;=FE; = §§ML292+ cosf) =

1 .5 B vl 39 i 39
3L0 + gcosh = g = |0° = L(l cosh) | = 0 = 2Lsen&

b) Hacemos el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la barra:

AN

P “Fe

Aplicamos la 2da Ley de Newton segiin componentes:

l‘:Mi':FR:>FR:Mi'
y: My=N—-—Mg= N = Mg+ My

Pero, tenemos expresiones explicitas para x e y en funcién de 6:
L L ) ;
xr = Esenﬁ == 5(—sen092 + cosf6)

Y= 56050 == —§(003992 + sen@é)



Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Reemplazando #, §j, 02 y 0 en las expresiones para la fuerza de roce y la normal:

3 3
Fr = —ngsene(l — cosf) + ZMgsenecosﬁ

N=Mg-— gMgCOSG(l — cosf) — zMgsenge

Evaluando ambas expresiones en 6 = 7/4:
3 3 3
F 4)=Mg| ———=++3
3 3 3
N(r/4)=Mg|l - —=+ -+ <
(m/4) g( 2v2 4 8)

El deslizamiento ocurre si |Fr| = pu|N|:




