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Conceptos tutiles:

= Tensor de inercia por componentes:

Ig = /(T25ij —nrj)dm

= Delta de Kronecker:

1 sii=j
bij = { (1)

0 sit#j
» Energia mecénica:
E= %MVG + %ﬁ%ﬁ +U
» Vector velocidad angular:
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s Teorema de Steiner:

[Z.(]). = Ig + M(Ré(sij — RgiRgj)

Problemas:

1. Aprovechamos la simetria cilindrica para escribir el tensor de inercia con respecto a los ejes principales
del cilindro. De esta forma:

Iii O 0
Ig = 0 Iy 0
0 0 Is33

Primero, escribimos el vector posicién en coordenadas cilindricas (sistema de referencia es siempre
cartesiano):

7 = peosgi + pseng] + zk = 1181 + rofy + r3é3
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A continuacion, calculamos las componentes del tensor de inercia:
I = /(p2 + 22 — pPeos¢)dm = /(pzsen2¢ + 2%)dm

M
dm = pOdV = mﬂdﬂd(ﬁdz
27 ) 2ﬂ_ ) R2
I = th/ / / pPsen®¢+ 2°) pdpdidz = R%(/ / —sen ¢d¢dz+27r/gz 2d2>
7 4 2
R* h
h) B M( e 12)
~2
27 2 .
/ sen¢dg = / (1(:05(2¢)>d¢ -
0 0 2

M R4 2 9 223
I, = R?h< h/ sengﬁdqﬁ—i—wR?

Donde se usé que:

]
AN — e
e, o =T,
\

>

Por simetria, hacer girar al cilindro en torno a uno de sus didmetros (ejes e; y e de la figura) considera
el mismo momento de inercia, con lo que:

R* h?
] :I = _— _—
22 11 M< 1 + 12)
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Con respecto a I33, lo reconocemos como el momento de inercia conocido de un cilindro macizo uniforme
con respecto a su eje vertical:

1
I33 = 5MR2

Finalmente, el tensor de inercia de ejes principales con respecto al centro de masas es:

M5 42 0 0
I = 0 M(E+%) 0
0 0 sMR?

2. Notemos que en este caso, p varia con z.

a) El vector centro de masa es:
B 1 — — A A ~
Rg = i / rdm : T = pcos¢i+ pseng) + zk

M
dm = podV = —5-pdpdpdz
3

— 1 3M ~ ol 7
Re = 51— / / / (pcosgi + psendj + zk)pdpdedz

Por geometria, se tiene la siguiente proporcién:

h_z, , _h
R, TR

Integramos en el siguiente orden:

3 o R h A ~ ~
TR2h /0 /0 /,L,) (pcosi + psendj + zk)dzpdpdd
r

B

Por el teorema de Fubini, y notando que:

/0 : cospdp = /0 : sengde = 0

Se tiene que:

R 3 R rh . 6 R ) h2p2 .
- 2 = — —
Rg s /0 /}}f zdzpdpk R ), 2 <h T2 pdpk

Finalmente:

- 3 (h2R?> Rh2R*\.
Rqg = < — k

3 . 3
T R2h\ 2 AR? ik =(0,0.31)
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b) Nuevamente, por simetria, se tiene que:

Iy = Ip

Con:

I = /(p2 + 22 — p?cos?¢)dm = 5 /// p’sen’p + 2%)pdpdedz
v 7TR h

2w ) 2m hp P 5 h3 3
I = th p sen®p+22 p)dzdpdp = RQh p3sen? h_f 3 h®— T dpdo

_3M I <R4hsen2¢_R5hsen2¢+R2h3 h3R5> b= 3M [T <R4hsen2¢+R2h3>d¢

TR2h 4 5R 6 15R3 TR?h J, 20 10
3M [ R*hr  R2h3r 3 3
I = = —MR?+ = Mh?
H 7rR2h< 20 5 20" s

El célculo de I3, aplicando Fubini entre p y z es:

2
3
I33 = RQh/// + 22 — 22 )pdpdpdz = RQh / / dzdpdep

3M R hp R*  hR® 3
9 3(p_ Py h—— | =-"2MR?
wR%h 7T/O ’ ( R) & R2h< 5R ) 10

I33 =
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Por lo tanto, el tensor de inercia de ejes principales con respecto a la ctspide del cono es:

M (3 + 32 0 0
M%) o
0 3 MR?

c¢) Para determinar I, usamos el teorema de Steiner:

[g = ]5 — M(R%6;; — ReiRey)

Con ﬁg =0i+07 + %hl;:, RZ = %hz. En consecuencia:

9h?

Y00
le=Io-M| 0 2 0

0 0 0

3. a) Calculamos Ig con los ejes de la figura y luego los trasladamos con Steiner:

. o M
Ill = /(7‘2(511 — rlrl)dm ; T =i + y] 5 dm = 7dl’dy

a2
S8 L, . oM Mo Mt 1,

a
2 —a/2

Notamos que hay un sélo eje de rotacién:

Q=0i=1{0
0
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Por lo que no nos interesan Io2 ni I33. La energia mecanica se conserva y con respecto al eje de
giro es:

1>, —
E:§W%Q+U
Trasladamos 11 y el tensor de inercia con Steiner:

2
1 a 1
Io=-—-Mda>+ M|~ | =-Md*
o=t (2) 3¢

IMa®> 0 0
]IO = 0 122 0
0 0 Is3

Introduciendo en la expresién para la energia mecanica:

1 .
Ezéwm%?+U

La energia potencial es:

U= Mgyg = —Mg%cos@

Reemplazando en la energia mecanica:

1 . 1
E= éMa,QH2 — ngacosﬁ

La derivada con respecto al tiempo es nula:
) I | )
E=0= gMa 00 + ngasen%

2
%9 + %sen@ =0

6+ Bﬁsenﬁ =0
2a

b) Linealizamos la ecuacién de movimiento para pequenas oscilaciones:

. 3
b+ 229 =0
2a
La frecuencia de pequenas oscilaciones es:
39
Wpo = | =
p-o 2a




