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P1.-

i) Se tiene que SRI y SRNI están centrados en O = O′ (ver figura), con lo que:

#»

R = #»

V = #»

A = #»0 (+0,6 pts.)

Las coordenadas del SRI son (ρ̂, ϕ̂, ẑ), las del SRNI son (r̂, θ̂, k̂). La relación entre los sistemas:

ρ̂ = senθr̂ + cosθθ̂ ; r̂ = senθρ̂ − cosθẑ

ẑ = −cosθr̂ + senθθ̂ ; θ̂ = cosθρ̂ + senθẑ

ϕ̂ = −k̂ ; k̂ = −ϕ̂ (+0,6 pts.)

La posición, velocidad y aceleración del insecto en ambos sistemas de referencia son (con θ̇ = ω):

#»r ′ = Rr̂ = R(senθρ̂ − cosθẑ)
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#»v ′ = Rθ̇θ̂ = Rθ̇(cosθρ̂ + senθẑ)
#»a ′ = −Rθ̇2r̂ = −Rθ̇2(senθρ̂ − cosẑ) (+1,2 pts.)

Las fuerzas ficticias, considerando que #»Ω = Ωẑ, #̇»Ω = #»0 , son:

– #»

F traslacional = −m
#»

A = #»0
– #»

F transversal = −m
#̇»Ω × #»r ′ = #»0

– #»

F centrifuga = −m
#»Ω × ( #»Ω × #»r ′) = −mRΩ2[ẑ × (ẑ × (senθρ̂ − cosθẑ))] = mRΩ2senθρ̂

– #»

F Coriolis = −2m
#»Ω × #»v ′ = −2mRΩθ̇[ẑ × (cosθρ̂ + senθẑ)] = −2mRΩθ̇cosθϕ̂ (+1,6 pts.)

ii) La fuerza real es #»

F :

#»

F = −Nrr̂ − Nkk̂ = −Nr(senθρ̂ − cosθẑ) + F⊥ϕ̂ (+0,5 pts.)

La ecuación de movimiento para el insecto, considerando los vectores unitarios del SRI es:

−mRθ̇2(senθρ̂−cosθẑ) = −Nr(senθρ̂−cosθẑ)+F⊥ϕ̂+mRΩ2senθρ̂−2mRΩθ̇cosθϕ̂ (+0,5 pts.)

Notando que el lado izquierdo no posee componente ϕ̂ y tomando θ(t) = ωt, se tiene que:

F⊥ − 2mRΩθ̇cosθ = 0 ⇒ F⊥ = 2mRΩωcosωt (+1 pt.)

P2.-

i) Las posiciones de las masas M y m son #»r 1 y #»r 2 respectivamente. Por geometría:

#»r 1 = xî ; #»r 2 = (x + lsenθ)̂i − lcosθĵ (+1 pt.)

ii) Las velocidades son:

#»v 1 = ẋî ; #»v 2 = (ẋ + lθ̇cosθ)̂i + lθ̇senθĵ (+0,4 pts.)

Por lo tanto, las energías cinéticas son:

K1 = 1
2Mẋ2 ; K2 = 1

2m(ẋ2 + l2θ̇2 + 2lẋθ̇cosθ) ; K = K1 + K2 (+0,6 pts.)

iii) Las energías potenciales son:

U1 = mgy1 = 0 ; U2 = mgy2 = −mglcosθ ; U = U1 + U2 (+0,5 pts.)

En consecuencia, el Lagrangiano del sistema es:

L = K − U = 1
2(m + M)ẋ2 + 1

2m(l2θ̇2 + 2lẋθ̇cosθ) + mglcosθ (+1 pt.)
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iv) La ecuación de Lagrange para la coordenada θ es:

∂L

∂θ
− d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= 0

Con:

∂L

∂θ
= −mlẋθ̇senθ − mglsenθ

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ + mlẋcosθ

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈ − mlẋθ̇senθ (+0,4 pts.)

Reemplazando en la ecuación de Lagrange para θ, se obtiene:

l2θ̈ + lẍcosθ + glsenθ = 0

Linealizando para θ << 1:

θ̈ + 1
l
ẍ + g

l
θ = 0 (+0,4 pts.)

Por otro lado, la ecuación de Lagrange para la coordenada x es:

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0

Con:

∂L

∂x
= 0

∂L

∂ẋ
= (m + M)ẋ + mlθ̇cosθ

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= (m + M)ẍ + mlθ̈cosθ − mlθ̇2senθ = 0 (+0,4 pts.)

Linealizando para θ << 1, considerando θ̇2 ≈ 0:

(m + M)ẍ + mlθ̈ = 0 ⇒ ẍ = − ml

m + M
θ̈ (+0,4 pts.)

Reemplazando ẍ en la ecuación de Lagrange para θ, se obtiene:

θ̈ +
(

1 + m

M

)
g

l
θ = 0 (+0,4 pts.)
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v) Reconocemos la frecuencia angular como la de pequeñas oscilaciones:

ωp.o. =

√√√√(1 + m

M

)
g

l
(+0,5 pts.)

P3.-

i) Por conservación del momentum lineal, se obtiene vA:

pi = pf ⇒ 0 = mv0 − mvA ⇒ vA = v0 (+0,5 pts.)

Luego, como el choque es bidimensional, aplicamos conservación del vector momentum
lineal, y de la energía cinética, al ser elástico:

#»p Bi = #»p Bf + #»p Cf

p2
Bi

2m
=

p2
Bf

2m
+

p2
Cf

2m
⇒ p2

Bi = p2
Bf + p2

Cf (+0,5 pts.)

Elevando al cuadrado la ec. de conservación del momentum y reemplazando p2
Bi:

p2
Bi = p2

Bf + p2
Cf + 2 #»p Bf · #»p Cf = p2

Bi + 2 #»p Bf · #»p Cf ⇒ #»p Bf · #»p Cf = 0 (+0,5 pts.)

Como los momenta finales son perpendiculares, es directo que:

θ + ϕ = π

2 ⇒ ϕ = π

2 − π

3 = π

6 (+0,5 pts.)

ii) Aplicamos conservación del momentum por componentes:

î : mv0 = mvBcosθ + mvCcosϕ

ĵ : 0 = mvBsenθ − mvCsenϕ ⇒ vC =
√

3vB (+0,5 pts.)

Reemplazando vC en función de vB en la ecuación de la componente î:

v0 = vB

[
1
2 +

√
3

√
3

2

]
⇒ vB = v0

2 ; vC =
√

3
2 v0 (+0,5 pts.)

Finalmente, los vectores momentum lineal de las tres masas después del choque son:

#»p A = −mv0î (+1 pt.)

#»p B = mv0

2 (cosθî + senθĵ) = mv0

4 î +
√

3mv0

4 ĵ (+1 pt.)

#»p C =
√

3
2 mv0(cosϕî − senϕĵ) = 3mv0

4 î −
√

3mv0

4 ĵ (+1 pt.)
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