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Conceptos tutiles:

» Coordenadas y velocidades generalizadas (i: particula i-ésima, N: ntimero de particulas/cuerpos):

. dg .
qi S {wayvz} o g S {pa </>72} o g S {7’, 97 ¢} ) q; = diqt X 1€ {1773N}

» Grados de libertad (k: ntimero de restricciones):

G.L.=3N -k

» Lagrangiano:

= Ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL _d (oL}
R ACIY
Problemas:

1. a) Tenemos dos particulas, N = 2 y 4 restricciones, 2 por cada particula: movimiento restringido a
un plano y sujeto a una cuerda de largo constante. Con esto, los grados de libertad del sistema
son G.L. = 3(2) — 4 = 2. Por lo tanto, las coordenadas generalizadas son los dos angulos que
forman los péndulos con la normal: ¢ = 61, g2 = 0. Determinamos las posiciones y velocidades:

71 = lisenbi — licosb )
7))1 = llélcosﬂﬁ + llélsenﬁlj

Ty = (I1senf + lgsenfy)i — (I1cosl; + locosby)]

Ty = (1101c0s0; + loBacoshs)i + (11601senfd; + lofasenbds))
Determinamos las energias cinéticas de cada particula y la energia cinética total:

1 1 . . 1 .
K, = imlv% = §m1(l%9%008291 + 1207sen?6;) = §mll%0%

1 1 . . ..
Ky = §m2v§ = img [Z%H% + 1505 + 211126102 (cosh cosbs + senbsenbds)]



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

Notando que el dltimo término corresponde al coseno de una resta, la energia cinética queda:

1 . 1 . ..
K=K+ Ky = §(m1 + mg)h@% + §m2l§9§ + m2l1l2919200s(01 — 92)

Determinamos las energias potenciales de cada particula y la energia potencial total:

Uy = migy1 = —maglycosty
Us = magys = —mag(licosb + lacoshs)

U=U; + U = —(m1 + mz2)glicost; — maglacosts

Por lo tanto, el lagrangiano L = K — U del sistema queda:

1 . 1 . ..
L= §(m1 + TTLQ)hH% + 5177@1%9% + m2l1l29192(:os(91 — 02) + (m1 + ﬂ’Lg)ghCOSHl + maglacosts

Las ecuaciones de Lagrange son dos, una por cada coordenada. Para 6;:

oL _dfoLy .
00y dt\o, )

Con:

oL _
20,

oL
06,

—mglllgélégsen(Gl — 92) - (m1 + mg)gllsenﬁl
= (m1 + mg)l%él + mglllgégcos(ﬁl — 92)

d { OL . . L
- <ae> = (my + mp)I26, + malila[facos(fy — Oy) — Bo(6; — B)sen(hy — 63)]
1

La ecuacién de Lagrange para 6, es:

oL _d(or)_,
00y dt\ob, )

Con:

oL

_— = mglllgélégsen(ﬁl — (92) — MQQZQSGDQQ
002

I ) .
a—. = mﬂ%ez + m2l11291008(91 — 92)
002

d (oL . . . .
— | — | = m2l§92 + m2l1l2[91008(01 — 92) — 91 (91 - (92)8611(91 - 02)]
dt 005

En un anélisis superior, podriamos estudiar la dindmica cadtica del sistema, o linealizarlo para
pequeiias oscilaciones. Por ahora, sélo nos interesan el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento.
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b) Un punto cualquiera del aro puede ubicarse con dos coordenadas, z y 6, las cuales estan relacio-
nadas por la condicién de rodar sin resbalar: ¢ = Rf. Ademads de esta restriccion, esté el hecho de
que el aro se mueve en un plano fijo, con lo que los grados de libertad quedan G.L. = 3(1) -2 =1

Asi, podemos usar como coordenada generalizada ¢ = x 0 ¢ = 6. La energia cinética del aro es:
Lo 1 12 2
K = Kiras + Kot = imx + Qlcme i dem = mR

1 1 .
K= §ma';2 + 5mR?@2

La energia potencial es:

U = mgyem = mg(l — x)sena

El lagrangiano queda:

1 1 .
L=K-U= §m¢2 + §mR202 — mg(l — x)senc

Sustituyendo § = & /R, obtenemos:

L = mi? + mgzsena — mglsena

Podemos eliminar el ultimo término del lagrangiano, ya que al ser una constante no afecta a las
ecuaciones de movimiento (recordemos que las ecuaciones de Lagrange derivan al lagrangiano).

L —|L=mi’®+ mgrsenq

La ecuacién de Lagrange para la coordenada x es:

oL d(or\ _,
or dt\oi )

Con:
oL se
— = mgsenw
ox g
L

Reemplazando en la ecuacién de Lagrange:

mgsena — 2mi =0

.. g
T — Zsena =0
2

Por lo que el aro baja rodando con la mitad de la aceleracién que tendria si deslizara sin roce.
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¢) En primer lugar, notamos que como la velocidad angular del soporte es constante, ¢ = wt. A
continuacién, calculamos los grados de libertad, teniendo en cuenta que hay dos restricciones:
movimiento restringido a un plano fijo y movimiento del soporte del péndulo determinado por su
rotacién. En consecuencia, G.L. = 3(1)—2 = 1, con lo que la coordenada generalizada corresponde
al angulo 6. En base a lo anterior, determinamos la posiciéon y la velocidad de la particula:

7 = (acoswt + Isenf)i 4 (asenwt — Icosh)]

7 = (—awsenwt + fcosh)i + (awcoswt + fsend)]

Usando la identidad trigonométrica pitagorica, la energia cinética se puede escribir como:

1 1 . .
K = imUQ = §m[a2w2 + 126? 4 2awlf(senfcoswt — cosBsenwt)]

Reconociendo el dltimo término como seno de resta, la energia cinética queda:

1 . .
K = im[asz + 120% + 2awlfsen (6 — wt))

Por otro lado, la energia potencial es:

U = mgy = mg(asenwt — lcosh)

El lagrangiano (inicialmente) es:

1 . .
L=K-U-= §m[a2w2 + 126 4 2awlfsen (6 — wt)] — mg(asenwt — lcosh)

Podemos eliminar del lagrangiano:

» (1/2)ma’w?; ya que es constante (ver parte b)).

» —mgasenwt = d/dt(mgacoswt)/w; ya que las derivadas totales con respecto al tiempo no
afectan las ecuaciones de movimiento: las ecuaciones de Lagrange toman derivadas parciales
del lagrangiano (con respecto a las coordenadas y velocidades generalizadas), y la derivada
total con respecto al tiempo de la derivada parcial del lagrangiano con respecto a la velocidad
generalizada. Es por ello que las derivadas totales no se consideran en el lagrangiano.

Con esto, el lagrangiano queda:

1 . .
L—|L= §m[l202 + 2awlfsen(0 — wt)| + mglcosd

La ecuacién de Lagrange para la coordenada 6 es:

oL _d(or\ .
90 dt\ oo )

Con:
oL = mawlfcos(d — wt) — mglsend
06
L . L " .
gé = ml*0 + mawlsen(d — wt) = % (gg) = mi?0 + mawl( — w)cos(f — wt)
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Reemplazando en la ecuacién de Lagrange, encontramos la ecuacién de movimiento:

aw2

6 — TCOS(Q —wt) + %sen& =0

Notamos que si a = 0 u w = 0 se recupera la ecuacién de movimiento del péndulo simple.

d) Nuevamente, tenemos un péndulo, con lo que G.L. = 3(1)—2 = 1 y la coordenada generalizada es
el angulo 0 que éste forma con la normal. Determinamos la posiciéon y velocidad de la particula:

7 = 1(t)senb — I(t)cosO) ; 1(t) = lo(1 + bsenwt)

7 = (Isenf + lfcosh)r — (Icosh — lfsend)] ;| = lgbwcoswt

Expandiendo términos, simplificando y utilizando la identidad pitagoérica llegamos a que:
V= 2P
Con esto, la energia cinética es:
1 . .
K= 5m(z2 +126?)

Por otro lado, la energia potencial es:

U = —mgl(t)cosb

De esta manera, el lagrangiano es:

1 . .
L=K-U= §m(l2 + 126%) + mglcosh

El ojo atento notard que [2 es una derivada total, por lo que la podemos sacar del lagrangiano:

1 .
L—|L= iml202 + mglcosf

La ecuacién de Lagrange para la coordenada 6 es:
oL _d (oL} _
90 dt\ob)

oL
a6

QI_’ = mi20 = i 87[/ = ml?0 + 2mlif
00 dt \ 90

Con:

= —mglsend

Reemplazando en la ecuacion de Lagrange, llegamos a la ecuacién de movimiento:

Y
9—|—%9+%86n9:()

Nuevamente, si b = 0 u w = 0, se recupera la ecuacién de movimiento de un péndulo simple.




