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1. Considerando el sistema de coordenadas cartesianas, podemos hacer las ecuaciones de fuerzas y torques
—_—>
como siguen, considerando a Fr como la fuerza de roce, @ como la aceleracién del centro de masa y
@ como la aceleracién angular. La ecuacién de fuerza (2da Ley de Newton) es:

F=Ma@=T+Fg

M|ICM

La dindamica relevante ocurre en el eje x:

Ma, = Tcos) — Fr (1)

La suma de torques, usando la regla de la mano derecha, es:

T=Ima=rT—RFr (2)

La condicién de rodar sin resbalar nos dice que:

a; = Ra
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Usando esto, y juntando las ecuaciones (1) y (2):

I
RFp=—""q, + 1T = Fp = !

ICTTL
R "Rttt @

Volviendo a (1) e insertando (3):

I r
Ma, = Tcosf + %ax — ET

Iem r
ay <M e ) = T'cosfl — ET (4)

Suponiendo que el momento de inercia I, es el de un cilindro uniforme de masa M y radio R:

Tem 11 M
=M—- —-MR*=— >0

M —
R? R22 2

El signo de la aceleracién a, depende exclusivamente del valor del lado derecho de la ecuacion (4):
az; < 0= Tcosh — %T <0 (6 pequeno)
a; =0 = Tcosh — %T =0 (0 =6 critico)
az; > 0= Tcosh — %T >0 (6 grande)

Estudiando en detalle la ecuacién (4), encontramos el dngulo critico:
r
= |0, = arccos =

2. a) El sistema, de masa M = 2m se suelta del reposo cuando 6y = 7/3. Como no hay fuerza de roce
(1 = 0, el alambre resbala), la energia mecanica se conserva. Escribimos la energia final (en 6):

Tcost — %T =0 = cost =

=

1 1_ .
Ef = iMUé + 5[@92 + Mghg

Donde vg es la rapidez del centro de masa GG, I es el momento de inercia con respecto a G y ha
es la altura de G. Notamos que no hay fuerzas horizontales. Con esto:

g =0= zg = cte

Ademaés, sabemos que el sistema parte del reposo:

Ug(O) =0= i'(;(()) = ig(t) =0

Con lo que podemos escribir la velocidad del centro de masas exclusivamente en el eje vertical:

vG = Yo
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Donde yg no es otra cosa que la altura del centro de masa. La calculamos usando geometria,
notando que G se encuentra a medio camino entre las dos masas. Asi obtenemos hg v vg:

R R .
yog=hg =R+ §COSQ = Jg =vg = —§sen90
Por definicién, el momento de inercia del sistema con respecto a su centro de masa es:

2 2
R R 1 1

(2

Inicialmente, tenfamos que 6y = 7/3, 6(0) = 0 y vg(0) = 0. La energfa inicial es:

R 5
E;= Mg <R+ 2005(#/3)) = ZMgR

Igualamos a la energia final F; = Ef y escribimos la expresiéon para Ej:

) 11 . 11 . 1
“MgR = — -~ MR*sen?06* + — —~MR*0*> + MgR|( 1+ —cosf
1 gR 51 R*sen + 51 R“0° 4+ MgR| 1+ 2COS

Que es una ecuacién de primer grado con una incégnita en 62. Su resolucién es:

2g(1 — 2cosf)

g2 _ 2901 — 2c0s0)
R(sen?6 + 1)

b) En primer lugar, derivamos con respecto al tiempo la expresién anterior para encontrar 6:

i@'Q _ i — 27g28en9(sen29 + 1) — 2senflcosf (1 — 20089)9-
dt” R (sen?0 + 1)

i 9 2senf(sen? + 1) — 2senfcosd(1 — 2cosh)
R (sen26 + 1)2

A continuacién, veamos los torques con respecto al centro de masa. En primer lugar, el peso no
hace torque, ya que tiene brazo de palanca nulo. La tnica fuerza que hace torque es la normal:

o= 1b x (NJ)

El brazo de palanca de la fuerza normal es (ver figura de abajo):

S

~ R ~ ~
= —§sen9i — §COSHj — Ry
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Con esto, la ecuacién de torque nos queda:

n 1 n N ~
7o = Io0k = ZMR% = —RTSeHHk

Finalmente, despejamos la normal:

sen?f + 1 — cosf(1 — 2cosb)
(sen26 + 1)2

N = Mg
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3. a) Usaremos las coordenadas definidas por el dibujo. Podemos descomponer ¢ (ver diagrama vecto-
rial) y escribir la posicién de las masas 1 y 2 desde el origen O (ver dibujo tridngulo equilatero):

7 = g(cosgp — sengo)

V3 1

710 = TDﬁ — §Dq3
720 = \ggDﬁ + %D(]B
IS
Cos (F /P\ — \
¢
| §m¢
A
P
—’5@(\(‘)4} %
3
///
(% %\
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También serd necesario determinar la posicién del centro de masa G (facil: es el punto medio
entre las masas 1 y 2) y la posicién de cada particula vista desde G' como origen:

L V3
T

GZTP
— D,
TlG:*EQﬁ
— D .
7”2(;:5(25

Para calcular los momenta angulares también requerimos saber las velocidades T = 7°:

—> \/g N 1 5 A
V10 = 7D¢¢+ §D¢P
N V3

I
V20 = 7D¢¢_ §D¢P

LB
v

G=7D¢
— D ..
vi1G = Efﬁp
—> D'A
VoG = —Eﬁbﬂ

Pasamos al célculo de To, TE)G y TGz

7 — —
lo :ZmTiO X V50

- 3 1. 3 .. 1. 3 1. 3. 1.
lo= mK\QfD,a— 2D¢> X (*Q[qum 2Dqﬁﬁ> + ({DﬁJr 2D¢> X (*{Dqﬁqﬁ— 2D¢Sﬁ>]

T

o= 2mD2¢512:

T —omPe x Ta = 2m<\/§Dﬁ> X <*/§Dq3q3>

2 2
N 3 .
[ = SmD*dk
g —> —> D" D'A DA _D-A
lg=Y mrgXvic=m|| —=¢| X |=op|+ | 50| x| —=dp
2 2 2 2
N 1 R
[ =5mDok
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Observacién: la relacion entre los tres vectores es

To = T(OG) + TG

Por lo que el enunciado nos forzaba a calcular los tres momenta angulares de forma independiente.

b) La tensién de la barra que une las masas 1y 2 es una fuerza interna y no afecta a la dinamica.
Nos falta determinar las tensiones T1 y T2

T1 TZ—
—Ty Cos () “Toucos (%)

o>

>
> V&

+T45m(7f/6)% 'T"s‘“(”%)

T 3 1 -
Ty = —Ticos(m/6)p + Tisen(w /6)p = _{Tlﬁ + §T1¢>
T 3 1 -
Ty = —Thcos(/6)p — Thsen(w/6)p = _\2[7’2{3 - §T2¢

Los torques son:
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(@)

Con esto, los torques 7o, T 7 ¢ resultan:
q ) O y

— - —
?O:ﬁoXFl—l-?goXFg

To= (?Dﬁ - ;Dd;> X (mg(cosqﬁﬁ — senqbqg) — \ggﬂﬁ + ;ng)
+ (fDﬁ + ;D<$> X (mg(cos¢ﬁ — sengg) — \szﬁ - ;ng?))

7o = — V3Dmgsengk

- 3 . = —> —>
7 - (*{m) X (2mG +T1+ T)

V3 1 .
A W
5 120~ 5 20

R V31
2mg(cospp — sengp) — TTlp + §T1¢ -

?gG) = (?D,ﬁ) X

A~

?(OG) = ( — V3Dmgseng + \ig(Tl - TQ)) k

A
Q

[l
[
al
X
!
+
3|
3
X
=l

o= \fD(TQ — Tk

Observacion: nuevamente, la relacion existente entre los tres vectores es

G
7o =75 +7¢

Por lo que el enunciado nos prohibia usar este hecho para calcular alguno de los torques.

Haciendo ecuacién de torque para cada caso:

1) To=70=|2mD%}) = — V/3Dmgsens

—~

=(G) .
2 To =79= ng2d> = —V3Dmgseng + \fD(Tl —Ty)

N 1 . 3
oc=Tao= 5mD%b — \Z(D(Tg —-T)

Ni.

(3)
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)

Si tomamos la ecuacién (3) y la multiplicamos por 4, obtenemos (1):

\/§D(Tg —T) =— V3Dmgseng = ‘ T -1 = mgsean)‘

Esta condicién supone que las barras son ideales y conducen la tensién instantdneamente.
Usando (2) y (3) se llega a (1). Integramos la ecuacion de movimiento con el truco :
do 3y

¢: dqu = —TBSQH¢

Recordamos las condiciones iniciales para los limites de integracién: ¢(0) = 0, ¢(0) = ¢

‘i)~-_ \/§g ¢ 1'2_ \/§g ’
/0 ¢d¢ = —ﬁ /d)o Sen¢d¢ = §¢) = —ﬁ(—cosgf)) ,

_ 3y

12
¢ D

(cosf — cosby)

La 2da Ley de Newton para el centro de masa es:
— —
F=MAg
Con M = 2m la masa del sistema. Derivamos para encontra la aceleracion del centro de masa:

V3 V3
2 2

Ao =7a D¢*p + D¢

Ya habiamos calculado la fuerza neta, F= T1+ To+2m¢, reemplazamos en la 2da Ley:

3 : 3 - 3 1 -
—\2[2mD¢>2/3 + \2f2mD¢¢ = —\;Tlﬁ + 5716 —

V3

14 N
7T2ﬁ - §T2¢ + 2mg(cospp — sengg)

Separando en ecuaciones escalares:

V3

Ik —7(T1 + Ty) + 2mgcose = — /3mDep?
~ 1 .
o §(T1 —Ty) — 2mgsen¢ = V3mD¢

. ~ . . G) i s
La ecuacién en ¢ es equivalente a la ecuaciéon de torque ?g ). Si miramos la parte (d) podemos

reemplazar ¢? en la ecuacién en p y junto con la condicién de la parte (c), tenemos un sistema
de ecuaciones para las tensiones 17 y T5:

T1 — T = mgsen¢

4
T+ Ty, = g/gmgcosqﬁ + 2/3mg(cos¢ — cosgy)
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Sumando ambas ecuaciones, despejamos 17 y por ende, T5:
1 5v3
T = 5mgsen¢ + ;fmgcosqﬁ — V3mgcosepy
1 5v3
Ty = —imgsenqb + ?\)[mgcosqﬁ — V3mgcosdy

Suponiendo que las barras transmiten la tensién instantdneamente, la reaccién en O debe ser:

Fp=—T,—To

Con T 1y ?2 ya expresadas en la parte (b) en funcién de sus médulos, y éstos recién calculados.



