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Conceptos tutiles:

» Definicién: Momentum angular con respecto a punto O (tipicamente un origen).

-
lo= 7 X f;
Interesa: su conservacién, y su relaciéon con el torque, el momento de inercia y la velocidad angular.

= Teorema: Suma de momenta angulares con respecto a punto O:
— —.
ltOt:Z l’@:Z?ix ﬁz
i i

Observacién: Para un sistema extendido, se cambia la suma por una integral > — [

s Teorema: Si un sistema rota en torno a un punto fijo P:

Tp=1p3
Donde Ip es el momento de inercia con respecto al eje perpendicular que pasa por P.

s Definicién: Momento de inercia
i

Ip = Z mir?  (discreto)
i

Ip :/rzdm (continuo)

Con:
Adl (1D)
dm = { odS (2D)
pdV  (3D)

Donde A, o y p son la densidad lineal, superficial y volumétrica respectivamente.
» Teorema: Caso general para el momentum angular (componente traslacional 4+ rotacional)
TP = R) X f; + Icmw

Donde R une al punto P con el centro de masa cm, P es el momentum lineal del centro de masa,
I, es el momento de inercia con respecto al eje perpendicular que pasa por el em y & la velocidad
angular en torno a dicho eje. Descomposicion del sistema en particula (en el em) + sistema extendido.
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» Teorema: El torque neto con respecto a un punto P, 7p = 3. 7¥; X Fy, cumple que

dlp
dt

N
Tp=

Observacion: por cada componente nula, se conserva el momentum angular en dicha componente.

s Definicién: Energia mecénica de un sistema extendido

1 1
E = Kppas + Kot + U = §MV§R + §IPUJ2 +U

Observacién: Si U = Uy = =M ghem, con hepy, la altura (4) o profundidad (-) del centro de masa.

s Teorema: Si el sistema rota en torno a un punto fijo P, Ki.qs =0

1
E = §Ipw2+U

Observacion: Si la energia se conserva, su derivada temporal £ = 0 da la ecuacién de movimiento.

s Teorema: Ejes paralelos de Steiner

Ip = I + MR?

Donde M es la masa del sistema y R es la distancia entre los puntos P y cm.

Observaciones:

e Se usara cm (centro de masa) o G (centro de gravedad) indistintamente.

» Todo lo anterior luego lo generalizaremos para rotaciones en 3D (después de ver SRNI).

Problemas:

1. a) Como ambos cuerpos son continuos:

I= /r2dm

Para el caso del disco uniforme, asumiendo que tiene masa M y radio R:

M
dm = odS = W—Rzrdrdqﬁ

Con esto, el momento de inercia del disco con respecto a su centro de masa es:

2 R M M 27 R
1D, = P rdrdp=— [ d / 3d
om /0 /0 r 7rR2r rdeo R/, 10} ; rodr

M, RrRY 1
TR T2

El cual es un resultado conocido para el I, de un disco y, por simetria, de un cilindro.

D = MR?
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Para el caso de la barra uniforme, de masa M y largo L:

M
dm = \dl = fdm

Con esto, el momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masa es:

El cual es también un resultado conocido, para el I, de una barra uniforme.
Volviendo al caso del disco, reemplazamos los datos del enunciado:

2
Ign:} MA(L :iMLZ
2\ 2 4 64

A continuacién, usaremos el teorema de ejes paralelos de Steiner para calcular los momentos de
inercia de ambos cuerpos con respecto al eje que pasa por el origen O en el extremo superior:

M
16 = I+ 5 R
I8 =18 + MR%
Con:

Reemplazando en los momentos de inercia:

2
1 M 1
IR = —MIL?+ Gg—ﬁmm

© 7 64 2 \4 T 64

1 L\ 1
IB=_—_MI>?+M(Z| ==ML?
©7 12 + (2) 3

Siendo el tltimo un resultado conocido para el momento de inercia de una barra uniforme con
respecto a uno de sus extremos. Sumamos los momentos de inercia para obtener del sistema:

Io=I8+18=1
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b) El cdlculo del centro de masa se puede hacer por definicién. Recordemos que éste es el punto que
caracteriza el movimiento del sélido como si fuese una particula puntual. Primero consideramos
el sistema de forma fija, cuando esta en la posicion de equilibrio § = 0, usando un eje y auxiliar:

Haremos el siguiente truco: calcularemos el centro de masa de los centros de masa de la barra
y el disco. De esta manera, reducimos el andlisis a la descripcién discreta del centro de masas:

L M L
B _Zmi?i_M2+2(L+4>ﬁ_3La

Notamos que:

7 = sen0i + cos0j = cos(mw/2 — 0)i 4 sen(7/2 — 0)] = #(7/2)

&
Por lo que para una posiciéon angular 6, el vector unitario de R¢ sera:

7 = cos(m/2 — 0)i 4 sen(m/2 — 6)] = senbi + cosfj

Finalmente, la posicion del centro de masas es:

— 3. .
RGZELT'

¢) Para encontrar la frecuencia de pequenas oscilaciones, tenemos dos opciones:

i) Energia: como el péndulo rota con respecto a un punto fijo O, ocupamos

1. .
E= 51092 +U
Donde U es la energia potencial gravitatoria:

3 3 3 3
U = _§MghG = —ngRGcOSG = —ngZLCOSG

1. 9
E=-16°>—--MgL
20 g gLcosf
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{02

Como el sistema es conservativo, ' = cte. Derivando con respecto al tiempo:

dE .. 9 . . 9
e 0=1600+ gMgLsen% =10+ gMgLsenH =0
Con esto tenemos la ecuacién de movimiento para el péndulo sélido:
. Mgl
0+ Mg senf = 0

Imponemos régimen de pequenas oscilaciones (p.o.): § < 1, senf ~ 0

9MgL, > 9MgL
i 0=0=w’= i

~ JomgL
Y=\ Ter

ii) Torque: usaremos la ecuacién de torque con respecto al pivote fijo O

6 +

Finalmente:

> dlo
TOT T

Calculamos el torque neto por definicién. La tnica fuerza que hace torque es el peso:

7@:19'12::?@:[912

- 5 — 3 ~ A 3 ~
To=RegX Mg = 1L(sen0z + cosfy) X (— 2ng>

To= —gMgLsenﬁlz: = 16k
Con lo que llegamos a la ecuacién de movimiento:
16 = —%MgLsen@
Nuevamente, imponemos pequefias oscilaciones para calcular la frecuencia:

9MgL
81

9MgL
w =
81

6= 0
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d) En esta parte debemos hacer el DCL:

F

p

Con m = %M la masa del péndulo. Descomponemos el peso y usamos 2da Ley de Newton:

= - 3 PO A 3 3 . 3 3 .
Y F=mAg= —§Mgsen¢99 + QMgcosW — F 7+ Fpf = —§M1L02f + 5MZLe)a
Separando en componentes radial y angular:

3

3 3 . 9 . 3
#: S Mgeosh — F = 5 MTLG* = Fr = - ML + S Mgceosh

A3 3 3 . 9 . 3
0:——Mgsenf + Fy = —M-L0 = Fy = —MLO + —Mgsend
2 2 4 8 2
Recordamos que el péndulo oscila con pequenia amplitud: senfl ~ 6, cosf = 1:

9 3

F.=ML>+ =M
r=g +5Mg
9 . 3
Fp= gML@ + §M90

Para encontrar su dependencia temporal, resolvemos la ecuacién de movimiento para p. o.:

0(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)

Las condiciones iniciales son: §(0) =0 y %LQ(O) = vy = 0(0) = %LLO

0(0)=A+0=0=A=0

. . . 4& . 4’[)0
0(0)—BW—3Lé =370
V0 . 4vp .. 4o
0(t) = SL—wsen(wt) =0(t) = 3—Lcos(wt) , () =— Y7 sen(wt)
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Reemplazando lo anterior en las componentes de la fuerza de contacto con el eje:

2Mv?
E.(t) = % cos®(wt) + §Mg
L 2
M M
Fy(t) = 3 Zvow (wt) + Y0 sen(wt)

2. a) Sea z el desplazamiento horizontal del cilindro. La condicién de rodar sin resbalar (rsr) es:

dt=—Rdl =x=-R§ , i=-RO , i=—RO

Donde el signo negativo indica que la rotacién es en sentido horario (regla de la mano derecha).
Hacemos el DCL del cilindro:

Tomemos el momentum angular con respecto al centro de masa. Vemos que:

TG = —Igéff

Donde I es el momento de inercia con respecto al eje del cilindro. Se sabe que:
1 2
Ic==-MR
2
Por lo tanto:
— 1 95
lg= —§M R*0k

Ahora, usaremos la ecuacién de torque con respecto al centro de masa. Notamos que la fuerza
normal no hace torque, ya que pasa paralela a GG. Por otro lado, el peso no hace torque, ya que
tiene brazo de palanca nulo. Asi, el torque neto es debido tinicamente al de la fuerza de roce:

A

7a = (—Rj) X (—Fgi) = —RFRgk

7 R 1 .
¢=——=—Ig0k = —iMRQGk
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En consecuencia, y notando que por rsr, Rf = i:

1 1
—§MRi= —RFr = Fr= §Mm

Atn nos falta una ecuacién para Fr. La obtendremos a partir de la 2da Ley de Newton
R»G:JL"AL'—FR}é ZG:.CE%
MZG =Mit=—Fri+ Nj — Mg(—sena% + cosaj)
Separando en componentes escalares:
A ; 1. 3. .
i Mi = —QMx + Mgsena = iM:c = Mgsena

f:N—Mgcosa:O:>N:Mgcosa

La ecuaciéon para la coordinada paralela al plano inclinado nos entrega la ecuacién de movimiento:

.29 1 9
&= sena|=> x(t) = xo + vot + ggsenat

Suponiendo que el cilindro se deja caer desde la cima del plano inclinado, zg = 0, vg = O:
1 2
x(t) = ggsenat
b) Por conservacién de la energia:

E = Kipgs + Kpot + U = cte

Se escoge U = 0 en la cima del plano inclinado:

U = —Mg(xsena — Rcosa) = —M gxsena + M g Reosa

hem =x5en ol = Reosd
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Por otro lado, la energia cinética es:

1 1.
K= §MV§ + 51(;92

Con Vg = #. Reemplazando esto y el momento de inercia del cilindro con respecto a G:

1 1 .
_ a2 1L 242
K 2Mx +4MR0

2

Por la condicién de rodar sin resbalar, R?6% = &2, se tiene que:

1 1 3
K = §Mj32 + ZM# = ZMi2

Reemplazando las expresiones para la energia cinética y potencial:

3
E= ZMQ'/:2 — Mgzsena + M gRcosa

Derivando con respecto al tiempo, y notando que M gRcosa = cte:

. 3 3
EFE=0= §M:ic:'1f—Mg:)':senoz:> ii—gsenozzo

Llegamos a la misma ecuacién de movimiento:

. 29
r = —senw

3

Se puede usar la conservacion de la energia, ya que la fuerza de roce no hace trabajo, debido a
que el cilindro rueda sin resbalar. Es interesante notar que, por otro lado, si produce torque.



