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Conceptos ttiles:
» Fuerza conservativa (el circulo indica que la curva es cerrada, Vx: rotor, V: gradiente):
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= Gradiente en distintos sistemas de coordenadas:
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= Rotor en distintos sistemas de coordenadas:
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» Fuerzas centrales: N N -
F=F(rif=VxF=0 , T=7"XF=0

e Conservacién del momentum angular:
o — s
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N
l=7X7p ,

o Conservacién de la energia:
E=K+U=cte
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Problemas:

1. a) Aplicamos gradiente en coordenadas cartesianas:
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b) Aplicamos gradiente en coordenadas cilindricas:
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¢) Aplicamos gradiente en coordenadas esféricas:
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d) Aplicamos rotor en coordenadas cartesianas:
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f—;l es conservativa, con lo que:
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e) Aplicamos rotor en coordenadas cartesianas:

V x Fy= (0-0)2+ (1 —3ln(z))g+ 2y —x)2 £ G =Fy es no conservativa.

f) Aplicamos rotor en coordenadas esféricas. Lo hacemos por componentes:
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= F'3 es no conservativa.
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2. a)

Conectamos fuerza y movimiento con la 2da Ley de Newton:
F=md = —ar = m(i — rd?)F + m(2¢d + rd)o
La fuerza es central, por lo que es conservativa y la aceleracion en la componente angular es nula:

—ar” = m(i' = r¢?)
g ; 1d 9 9 . l
m(2r¢+r¢)=;£(mr $)=0=mr qﬁ:cte:l:m;ﬁzm

Por a la conservacién del momentum angular, podemos reemplazar ¢ en funciéon de r:
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Usamos el truco de cambio de derivada temporal a espacial e integramos, con 7(0), 7(0) conocidos:

. d’l“ l2 a 4 . g, " l2 & n
F=r—=—a-—1r"= rdr = —5 3 T dr
dr  m?r m #(0) r(0) \ 7T m

2 (67

Despejamos la velocidad radial como funcién de la distancia 7 = f(r):

m? m(n+1)

dr t r®) 1

De ser integrable el lado derecho de la ecuacién, obtendriamos una relaciéon r(t). El tnico caso
explicito es cuando n = —2 (Ley de Gravitacién Universal). Como n € N, la dejamos expresada.

- J—l<1 ) g = O 20 = )

La energia mecanica es E = K + U, con U(r) el potencial asociado a la fuerza jab

- dU
F=-VUs= —ar"f=—""i = Ur) = ——ynt!
dr n+1

Para la energfa cinética, usamos que la velocidad es U = 77 + r¢¢p = v = 72 + r2¢%:

1 1 : 1 5 1 12
K= -mv? = im(r"2 +1r2¢?) = 2m<7’”2 + r2m27’4> =-m <7”2 + 2)

2 2 m2r

Reemplazamos en la expresién para la energia mecanica y definimos el potencial efectivo Ueg:

1o, P 1, R
FE = imT’ + 2mr2 +U<T) = imT’ +Uef(7') = Uef(r) = mrn W
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¢) El radio de érbita circular es la distancia radial 7y donde el potencial efectivo se minimiza:

1
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dr mr3
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La frecuencia de pequenas oscilaciones en torno al radio de érbita circular es:
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d) Para determinar si las érbitas son cerradas para pequenas oscilaciones respecto de la orbita,
circular, se debe calcular ¢(rg) y calcular la proporcién (razén k) entre wpo. y ¢(ro)

2
: l 2 "
o) = oz mﬁm>

_ C")P.O.
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Si k € Q se dan érbitas cerradas. Como n € N, entonces ’n €{1,6,13,22,...} ‘

= vn+3

e) Dado un nivel de energia E, este debe ser siempre mayor a Ey = Us(r0), de lo contrario K debiera
ser negativa. Como la energia es constante, calculamos los puntos de retorno cuando ms?/2 = 0:
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Esta es una ecuaciéon bicuadrada, la que puede resolverse con la férmula cuadratica:

s E+ E?—al?’/m
r? = =
o

E+ JE? —al?/m
T+’_ = o

Notamos que s6lo tomamos la 2da raiz positiva, ya que r > 0. El discriminante de la 1ra raiz es
siempre positivo, ya que la energia es siempre mayor al valor minimo del potencial efectivo:

l2
E > Ey = Us(rg) = | >

Esta tltima demostracién es directa de las partes b) y ¢) y se deja propuesta como ejercicio.



