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Conceptos útiles:

Fuerza conservativa (el ćırculo indica que la curva es cerrada, ∇×: rotor, ∇: gradiente):

∇ × #»

F = #»0 ⇔
˛

Γ

#»

F · #»

dr = 0 ⇒ #»

F = −∇U

Gradiente en distintos sistemas de coordenadas:

• Cartesianas:
∇f = ∂f

∂x
x̂ + ∂f

∂y
ŷ + ∂f

∂z
ẑ

• Ciĺındricas:
∇f = ∂f
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• Esféricas:
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Rotor en distintos sistemas de coordenadas:

• Cartesianas:

∇ × #»
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• Ciĺındricas:

∇ × #»

F =
(
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ρ
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• Esféricas:

∇ × #»

F = 1
rsen(θ)
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− ∂Fθ

∂ϕ

)
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Fuerzas centrales:
#»

F = F (r)r̂ ⇒ ∇ × #»

F = #»0 , #»τ = #»r × #»

F = #»0

• Conservación del momentum angular:
#»

l = #»r × #»p , #»τ = #»r × #»

F = #»0 ⇒ l = mr2ϕ̇ = cte

• Conservación de la enerǵıa:
E = K + U = cte
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Problemas:

1. a) Aplicamos gradiente en coordenadas cartesianas:

#»

F U1 = −
(

∂U1
∂x

x̂ + ∂U1
∂y

ŷ + ∂U1
∂z

ẑ

)
= −k

2 (2xx̂ + 2yŷ + 2zẑ) = −k(xx̂ + yŷ + zẑ)

b) Aplicamos gradiente en coordenadas ciĺındricas:

#»

F U2 = −
(

∂U2
∂ρ

ρ̂ + 1
ρ

∂U2
∂ϕ

ϕ̂ + ∂U2
∂z

ẑ

)
= −Ae−kρ(−k)ρ̂ = kAe−kρρ̂

c) Aplicamos gradiente en coordenadas esféricas:

#»

F U3 = −
(

∂U3
∂r

r̂ + 1
r

∂U3
∂θ

θ̂ + 1
rsen(θ)

∂U3
∂ϕ

ϕ̂

)
= + qQ

4πϵ0

(
− 1

r2

)
r̂ = − qQ

4πϵ0

1
r2 r̂

d) Aplicamos rotor en coordenadas cartesianas:

∇ × #»

F 1 = (0 − 0)x̂ + (0 − 0)ŷ +
(

∂x

∂x
− ∂y

∂y

)
ẑ ≡ #»0

#»

F 1 es conservativa, con lo que:

#»

F 1 = ∇U #»
F 1

= −
∂U #»

F 1

∂x
x̂ −

∂U #»
F 1

∂y
ŷ −

∂U #»
F 1

∂z
ẑ

∂U #»
F 1

∂x
= −y ⇒ U #»

F 1
= −xy + c1(y, z)

∂U #»
F 1

∂y
= −x ⇒ U #»

F 1
= −xy + c2(x, z)

∂U #»
F 1

∂z
= 0 ⇒ U #»

F 1
= c3(x, y)

U #»
F 1

= −xy + c

e) Aplicamos rotor en coordenadas cartesianas:

∇ × #»

F 2 = (0 − 0)x̂ + (1 − 3ln(z))ŷ + (2y − x)ẑ . #»0 ⇒ #»

F 2 es no conservativa.

f) Aplicamos rotor en coordenadas esféricas. Lo hacemos por componentes:

r̂ : 1
rsen(θ)

(
∂(r2sen(θ))

∂θ
− ∂0

∂ϕ

)
= 1

rsen(θ)r2cos(θ) = rcot(θ) . 0

θ̂ : 1
r

(
1

sen
∂r

∂ϕ
− ∂(rr2)

∂r

)
= 1

r
3r2 = 3r . 0

ϕ̂ : 1
r

(
∂(r0)

∂r
− ∂r

∂θ

)
≡ 0

⇒ #»

F 3 es no conservativa.
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2. a) Conectamos fuerza y movimiento con la 2da Ley de Newton:
#»

F = m #»a ⇒ −αrnr̂ = m(r̈ − rϕ̇2)r̂ + m(2ṙϕ̇ + rϕ̈)ϕ̂

La fuerza es central, por lo que es conservativa y la aceleración en la componente angular es nula:

−αrn = m(r̈ − rϕ̇2)

m(2ṙϕ̇ + rϕ̈) = 1
r

d

dt
(mr2ϕ̇) = 0 ⇒ mr2ϕ̇ = cte = l ⇒ ϕ̇ = l

mr2

Por a la conservación del momentum angular, podemos reemplazar ϕ̇ en función de r:

r̈ = rϕ̇2 − α

m
rn = r

l2

m2r4 − α

m
rn = l2

m2r3 − α

m
rn

Usamos el truco de cambio de derivada temporal a espacial e integramos, con r(0), ṙ(0) conocidos:

r̈ = ṙ
dṙ

dr
= l2

m2r3 − α

m
rn ⇒

ˆ ṙ

ṙ(0)
ṙdṙ =

ˆ r

r(0)

(
l2

m2r3 − α

m
rn

)
dr

1
2(ṙ2 − ṙ2(0)) = − l2

2m2

(
1
r2 − 1

r2(0)

)
− α

m(n + 1)(rn+1 − r(0)n+1)

Despejamos la velocidad radial como función de la distancia ṙ = f(r):

ṙ =

√√√√− l2

m2

(
1
r2 − 1

r2(0)

)
− 2α

m(n + 1)(rn+1 − r(0)n+1) + ṙ2(0) = f(r)

f(r) = dr

dt
⇒
ˆ t

0
dt = t =

ˆ r(t)

r(0)

1
f(r)dr

De ser integrable el lado derecho de la ecuación, obtendŕıamos una relación r(t). El único caso
expĺıcito es cuando n = −2 (Ley de Gravitación Universal). Como n ∈ N, la dejamos expresada.

b) La enerǵıa mecánica es E = K + U , con U(r) el potencial asociado a la fuerza #»

F :

#»

F = −∇U ⇒ −αrnr̂ = −dU

dr
r̂ ⇒ U(r) = α

n + 1rn+1

Para la enerǵıa cinética, usamos que la velocidad es #»v = ṙr̂ + rϕ̇ϕ̂ ⇒ v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2:

K = 1
2mv2 = 1

2m(ṙ2 + r2ϕ̇2) = 1
2m

(
ṙ2 + r2 l2

m2r4

)
= 1

2m

(
ṙ2 + l2

m2r2

)

Reemplazamos en la expresión para la enerǵıa mecánica y definimos el potencial efectivo Uef :

E = 1
2mṙ2 + l2

2mr2 + U(r) = 1
2mṙ2 + Uef(r) ⇒ Uef(r) = α

n + 1rn+1 + l2

2mr2
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c) El radio de órbita circular es la distancia radial r0 donde el potencial efectivo se minimiza:

dUef
dr

= αrn − l2

mr3 = 0 ⇒ rn+3 = l2

mα
⇒ r0 =

(
l2

mα

) 1
n+3

La frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno al radio de órbita circular es:

ω2
P.O. = U ′′

ef
m

(r0) = 1
m

(
αnrn−1

0 + 3l2

mr4
0

)
= 1

mr4
0

(
αnrn+3

0 + 3l2

m

)

ω2
P.O. = 1

m( l2

mα)
4

n+3

(
n

l2

m
+ 3l2

m

)
= l2

m2( l2

mα)
4

n+3
(n + 3)

ωP.O. = l

m( l2

mα)
2

n+3

√
n + 3 ⇒ TP.O. = 2π

ωP.O.

d) Para determinar si las órbitas son cerradas para pequeñas oscilaciones respecto de la órbita
circular, se debe calcular ϕ̇(r0) y calcular la proporción (razón κ) entre ωP.O. y ϕ̇(r0):

ϕ̇(r0) = l

mr2
0

= l

m

(
l2

mα

)− 2
n+3

κ = ωP.O.

ϕ̇(r0)
=

√
n + 3

Si κ ∈ Q se dan órbitas cerradas. Como n ∈ N, entonces n ∈ {1, 6, 13, 22, ...} .

e) Dado un nivel de enerǵıa E, este debe ser siempre mayor a E0 = Uef(r0), de lo contrario K debiera
ser negativa. Como la enerǵıa es constante, calculamos los puntos de retorno cuando mṙ2/2 = 0:

E = Uef(r) = α

1 + 1r1+1 + l2

2mr2 = αr2

2 + l2

2mr2

Er2 = αr4

2 + l2

2m
⇒ αr4

2 − Er2 + l2

2m
= 0

Esta es una ecuación bicuadrada, la que puede resolverse con la fórmula cuadrática:

r2 = E ±
√

E2 − αl2/m

α
⇒ r+,− =

√
E ±

√
E2 − αl2/m

α

Notamos que sólo tomamos la 2da ráız positiva, ya que r ≥ 0. El discriminante de la 1ra ráız es
siempre positivo, ya que la enerǵıa es siempre mayor al valor mı́nimo del potencial efectivo:

E > E0 = Uef(r0) =

√
αl2

m

Esta última demostración es directa de las partes b) y c) y se deja propuesta como ejercicio.


