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a) La sumatoria de fuerzas es directa de la figura. Aplicando la Segunda Ley de Newton, obtenemos:

∑
Fi = −kx − bẋ + F0cos(ωt) = mẍ

Podemos reordenar los términos de la ecuación de movimiento, de modo que esta queda:

ẍ + 2γẋ + ω2
0x = f0cos(ωt)

Con:
γ = b

2m
, ω2

0 = k

m
, f0 = F0

m

b) Queremos resolver la ecuación de movimiento para el caso homogéneo, F (t) ≡ 0:

ẍ + 2γẋ + ω2
0x = 0

La cual es una EDO lineal a coeficientes constantes. Aplicando el polinomio caracteŕıstico, p(λ):

λ2 + 2γλ + ω2
0 = 0 ⇒ λ+,− =

−2γ ±
√

4γ2 − 4ω2
0

2 = −γ ±
√

γ2 − ω2
0

Los valores propios de la EDO, λ+,− (asumiendo que son distintos), nos dan la siguiente base solución:

xh(t) = Ãe(−γ+
√

γ2−ω2
0)t + B̃e(−γ−

√
γ2−ω2

0)t

c) Analizamos los reǵımenes de amortiguamiento:

Caso subamortiguado: γ2 − ω2
0 < 0 (ω0 > γ). La solución homogénea queda:

xh(t) = Ãe(−γ+i
√

ω2
0−γ2)t + B̃e(−γ−i

√
ω2

0−γ2)t

Como la solución debe pertener a los reales, ésta se puede reescribir de la siguiente manera:

xh(t) = Ae−t/τ cos(Ωt + ϕ)

Con Ω =
√

ω2
0 − γ2 la frecuencia de oscilación del sistema y τ = 1/γ el tiempo de decaimiento.
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Caso cŕıticamente amortiguado: γ2 − ω2
0 = 0 (ω0 = γ). La solución homogénea requiere un ajuste

para que sea combinación de una base linealmente independiente, al repetirse los valores propios.

λ+ = λ− = λ ⇒ xh(t) = Ae−γt + Bte−γt = (A + Bt)e−γt

Lo que corresponde a un MRU amortiguado en el tiempo.
Caso sobreamortiguado: γ2 − ω2

0 > 0 (ω0 < γ). La solución homogénea queda, con λ+, λ− < 0:

xh(t) = Ãeλ+t + B̃eλ−t

También la podemos escribir en términos de β1 = −λ+, β2 = −λ−, ambas constantes positivas:

xh(t) = Ae−β1t + Be−β2t

Con lo que la solución xh(t) decae exponencialmente en el tiempo.
Observación: en adelante, nos quedaremos con el caso subamortiguado.

d) Podemos asumir que la oscilación para tiempos muy grandes (t ≫ τ) es puramente estacionaria
(xh → 0), de forma que su amplitud y fase están moduladas por la frecuencia de forzaje ω:

xp(t) = B(ω)cos(ωt + δ(ω))

Vamos a determinar las constantes amplitud B(ω) y fase δ(ω). Introduciremos xp(t) y sus derivadas
en la ecuación de movimiento. Primero, calculamos la velocidad ẋp(t) y la aceleración ẍp(t):

ẋp(t) = −ωB(ω)sen(ωt + δ(ω))

ẍp(t) = −ω2B(ω)cos(ωt + δ(ω))

A continuación, ahorraremos espacio omitiendo momentáneamente la dependencia de la amplitud y la
fase con la frecuencia de forzaje. Introduciendo lo calculado en la ecuación de movimiento completa:

−ω2B[cos(ωt)cos(δ) − sen(ωt)sen(δ)] − 2γωB[sen(ωt)cos(δ) + cos(ωt)sen(δ)]

+ω2
0B[cos(ωt)cos(δ) − sen(ωt)sen(δ)] = f0cos(ωt)

Factorizamos por dos funciones ortogonales entre si, cos(ωt) y sen(ωt), e igualamos a 0:

cos(ωt)[−ω2Bcosδ − 2γωBsenδ + ω2
0Bcosδ − f0] + sen(ωt)[ω2Bsenδ − 2γωBcosδ − ω2

0Bsenδ] = 0

Como cos(ωt) y sen(ωt) son ortogonales, son linealmente independientes. Por el teorema de álgebra
lineal que afirma que una combinación lineal de vectores linealmente independientes es igual a cero si y
sólo si los escalares ponderando a los vectores son nulos, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(1) − ω2Bcos(δ) − 2γωBsen(δ) + ω2
0Bcos(δ) − f0 = 0

(2) ω2Bsen(δ) − 2γωBcos(δ) − ω2
0Bsen(δ) = 0
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(2)/cos(δ):
ω2Btan(δ) − 2γωB − ω2

0Btan(δ) = 0

tan(δ)(ω2 − ω2
0) = 2γω ⇒ δ(ω) = arctan

(
2γω

ω2 − ω2
0

)

(1)/cos(δ):
−ω2B − 2γωBtan(δ) + ω2

0B − f0
cos(δ) = 0

B

[
ω2

0 − ω2 − (2γω)2

ω2 − ω2
0

]
= f0

cos(δ)

Usando la propiedad del coseno de una arcotangente, se tiene que:

cos
(

arctan
(

2γω

ω2 − ω2
0

))
= 1√

1 +
(

2γω
ω2−ω2

0

)2

Reemplazando esto en la ecuación (1)/cos(δ), se tiene:

B = f0

ω2
0 − ω2 − (2γω)2

ω2−ω2
0

√
1 +

( 2γω

ω2 − ω2
0

)2
= f0(ω2

0 − ω2)
(ω2

0 − ω2)2 − (2γω)2

√
1 +

( 2γω

ω2 − ω2
0

)2

B = f0
(ω2

0 − ω2)2 − (2γω)2

√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2 ⇒ B(ω) = f0√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2

Aśı la solución de estado estacionario xp(t) = B(ω)cos(ωt + δ(ω)) tiene sus constantes determinadas.

e) Teńıamos la solución homogénea y la particular: xh(t) = Ae−t/τ cos(Ωt+ϕ), xp(t) = B(ω)cos(ωt+δ(ω))
La solución general será la suma de ellas: x(t) = xh(t)+xp(t) = Ae−t/τ cos(Ωt+ϕ)+B(ω)cos(ωt+δ(ω))
Evaluando en las condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para A y ϕ:

x(0) = ∆ = Acos(ϕ) + Bcos(δ)

ẋ(0) = 0 = −γAcos(ϕ) − ΩAsen(ϕ) − ωBsen(δ)

La resolución de este sistema se deja propuesta como ejercicio. El resultado es:

A =

√√√√√(Bcos(δ) − ∆)2 +
[

γ

Ω(Bcos(δ) − ∆) − ωBsen(δ)
Ω

]2

ϕ = arccos
(

Bcos(δ) − ∆√
(Bcos(δ) − ∆)2 +

[
γ
Ω(Bcos(δ) − ∆) − ωBsen(δ)

Ω

]2
)
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f) Resonancia: peak en amplitud B cuando ω → ω0. Estudiamos los casos sin y con amortiguamiento:

Caso γ = 0:
Evaluando en ω = 0, y cuando la frecuencia crece sin cota ω → ∞:

B(0) = f0√
(ω2

0 − 02)2
= f0

ω2
0

, ĺım
ω→∞

B(ω) = f0√
(ω2

0 − ∞2)2
= f0

∞
= 0

Estudiamos lo que ocurre en resonancia:

ĺım
ω→ω0

B(ω) = f0√
(ω2

0 − ω2
0)2

= f0√
02

= ∞

Caso γ , 0:
Evaluando en ω = 0, y cuando la frecuencia crece sin cota ω → ∞:

B(0) = f0√
(ω2

0 − 02)2 + 02
= f0

ω2
0

, ĺım
ω→∞

B(ω) = f0√
(ω2

0 − ∞2)2 + (2γ∞)2
= f0

∞
= 0

Estudiamos lo que ocurre en resonancia:

ĺım
ω→ω0

B(ω) = f0√
(ω2

0 − ω2
0)2 + (2γω0)2

= f0√
(2γω0)2 = f0

2γω0


