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Pauta Auxiliar 5
Conceptos tutiles:

= Radio de curvatura:

o3
Pc
|7 x @]
= Velocidad y aceleracién en coordenadas intrinsecas:

v =t

2
a =il + ach =0t — —n

Pc

s Posicion, velocidad y aceleracion en distintos sistemas de coordenadas:

o Cartesianas:

T+ yy + 22
Bh ) + 22

ol < 3

T+ gy + 22
o Cilindricas:
T =pp+ 22
T = pp+ pdo + 22
@ = (p—pd*)p+ (200 + pd)d + 22
o Esféricas:
7 =rf
T =i + 160 + r¢sendop
@ = (i — r6% — rsen?0¢?)7 + (10 + 270 — rsenfcosf?)0 + (rsenfp + 27 dsend + 2rdfcosd) g
= Triedros unitarios:

o Cartesianas:

TXP=Z2 gXZ2=2 Z2Xi=4
o Cilindricas:
PXO=Z2 ¢XZ=p ZXp=¢

o Esféricas:
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Problemas:

1. Queremos determinar: i) p. en el momento inicial (y = 0) y ii) p. en la altura méxima (y = h).

i) pe(y = 0): descomponemos la velocidad inicial en sus componentes rectangulares:

vz(0) = vocosly ,  vy(0) = vosenby = U (0) = vocoshoi + vosenbog , v(0) = vy
La aceleracién presente es la de gravedad: @ = —gj). Con esto, el producto cruz entre v y @ es:
T X @ = (vocosbod + vosenbpg) X (—gj) = —gupcosbpz = ||T X @[] = guocoshy

De esta manera, el radio de curvatura en la posicién inicial queda:

3 2
v v
pely ) gugcosty  gcosby

ii) pc(y = h): en la altura méxima se anula la velocidad vertical. Velocidad y rapidez quedan:

vz (h) = wocosty , wvy(h) =0= U(h) =wvocosbpz , wv(h)=wvocosby
La aceleracién presente es la de gravedad: @ = —gj). Con esto, el producto cruz entre ¥ y @ es:
T X d = (vocosbhyi) X (—g@) = —gvocoshpZ = ||V X @|| = gvgcosty

De esta manera, el radio de curvatura en la altura maxima queda:

_ vjcosPy  vgcos*by

pe(y =

N gugcosty - g
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2. Ojo: p= 66,0 = —0p, {= 2

S

a) Escribimos posicién, velocidad y aceleracién, dada la informacién del enunciado:
7 = pop+ (h— Bp)Z

T = podd — Boz

@ = —pod*p + pod — Boz

b) El vector tangente es la velocidad dividida en su norma, la que a su vez corresponde a la rapidez:

v podd — Bz _ pod — B2
IO 32 + B2g2 - \Jog + B2

v= 17|l =/ pj + B2

f=

¢) Usando las formulas para la aceleracion tangencial y centripeta, obtenemos:

@ = 6/pd+ B

(3 +B%) .
pe

—>
AQe. = —

d) Por perpendicularidad, @ - 2 = 0:
(=pod?p + podd — BYz) -2 = —B$ =0
Integrando con respecto al tiempo, y usando que ¢ es funcién monétona, con (;5(0) =woy ¢(0) =0:

B(t) = wot

e) Para calcular p., necesitamos rapidez y la norma del producto cruz entre velocidad y aceleracion:

v =wo\/pE + B2
T X @ = (powod — Bwo?) X (—powip) = pwi? + poBuwid
1T x @I = \/pgw§ + 3B = powi /o + B2

Wi+ B2 pk+ B2
= _
pows (p§ + B2)1/? P0

Con esto, la aceleracion centripeta de la parte ¢) queda:

et w%(p(2)+B2)

© (5 +BY/po

Se tiene que 7 = p (piense por qué, le puede ser util bosquejar la trayectoria de la particula). Asi:

2 A
= —powyn

>

- 2 A
ac = —powyp
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3. La cinematica de la particula es descrita en coordenadas esféricas. Se tienen relaciones para r, 6, ¢:

o .
R R R V¢

2mr . 2rr 2me
o=""

Reemplazando estas relaciones en las expresiones para posicion, velocidad y aceleracion en esféricas:

\/§7r62t A

v =cl+ i ¢ =cf + i 0]
N o2ty | 271'2027“@ n 2 \/§7TC2(£ 223t 277203té n 2 \/571'02(73
a=— 7 — =— 7 —
R? R? R R? R? R
a) Imponemos que la rapidez sea v = || V|| = 3c:
9722 2.2 2722 4R? 2R
2+ ;;r2:3c:>62+ R2CT2:902: ;;r2:802:>r2:—7r2 =|rP=—

b) Conocemos la rapidez, v = 3c. Evaluamos la velocidad y la aceleracién en rp:

T = cf +2V2ch

2
- dme” |
a fry

2 2
7a_47rce_i_2\ﬁ7rc¢
R R R

Admed < 242nc3 ~ 82w - A A
—>:_ A 6 Vet s _ A~ 0
a 7 7 X 0+ i FX ¢ — R ¢ X7 7 ¢ X
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o drc® ~ 10273~ 8 2m |
v — 0+ 7

X a=—
“ R ¢ R R
12872¢6 20072c6  1672¢6 3 24/86mc3
||UX ||_ 71'20 + 77'20 + 7T26 344E TC
R R R R R

Juntando estos resultados, obtenemos el radio de curvatura en el punto P:

27¢ 27 R
2\/%7T63/R72\/%7T
ds

c) La rapidez es v = 97, con s la distancia recorrida. Integrando hasta un tiempo 7, definido como
el momento en que la particula termina su recorrido, obtenemos el largo de curva:

L T
:/ ds:/ vdt
0 0

Como la espiral da 4 vueltas, el 4ngulo acimutal final serd ¢; = 4(27) = 8r. Calculamos la
distancia entre el vértice del cono y la posicién final, utilizando la relacion entre ¢ y 7:

Pc =

Como r(t) = ct, determinamos el tiempo que la particula tarda en recorrer la espiral:

4R
AR=cr = |T=—
c

Reemplazando el valor de la rapidez en el integrando de la longitud de curva:

4R/c 2 4R/c
/ (e 2” © 2dt = / R —r%dt

Cambiando de dependencia temporal a espacial: dr = cdt, r € [0,4R):

4R
/ 1 + ﬁTQdT

Haciendo un cambio de variable, u = f’”" , u € 10,427, —Wdu:

4fﬂ
\/1+u2

Dejando las constantes afuera de la integral, y usando los resultados del enunciado, concluimos:

0

4\/§7r
( V14 u?+sinh™ u) f ( V2 + 6472 + sinh ™ 4\f7r))
f?r o T Vo |2
L= i160 80\/§R ~ 36R
27 T




