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Pauta Auxiliar 3
Conceptos tutiles:

s Trabajo de una fuerza Falo largo de una curva I':

» Fuerza conservativa (el circulo indica que la curva es cerrada, Vx: rotor, V: gradiente):
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» Potenciales unidimensionales, U(x):

« Puntos de equilibrio: U'(z) = 4¥ =0 = 2 = 2,

o Estabilidad:
o U"(zeq) < 0 = equilibrio inestable.
o U"(zeq) > 0 = equilibrio estable.
o U"(zeq) = 0 = punto silla.

o Frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a un equilibrio estable: w%o. = U"(xeqest)/m

Problemas:

1. Para calcular el trabajo que hace la fuerza Falo largo del cuadrado, debemos usar la férmula:
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Como la curva I' definida por el cuadrado es cerrada, la integral de linea adopta la forma:

Wﬁrzéﬁﬂm

=
Esto vale 0 para una fuerza conservativa. Podemos determinar si F' lo es calculando su rotor:
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Como el rotor de la fuerza es no nulo, significa que el valor de la integral de linea cerrada, es decir, el
trabajo hecho por la fuerza a lo largo del cuadrado, no es necesariamente cero. Por lo tanto, debemos
calcular el trabajo realizado por F en cada segmento del cuadrado, recorriéndolo en forma horaria, y
luego sumar cada contribuciéon para obtener el total, ya que el trabajo es una magnitud aditiva:

» Segmento AB: (_0), 0) — (0, L). En este caso x = 0 e y es variable, por lo que el desplazamiento
infinitesimal es dr = dz& + dyj = dyg. Con esto la integral (y por ende, el trabajo) queda:

L L
Wap = / —Foy - dyy = / —Fydy = —FyL
0 0

» Segmento BC: (0,L) — (L, L). Aqui = es variable e y = L, por lo que dr = dzz, y dado que la
fuerza sélo apunta en la direccién ¢, el producto punto F - dr = 0. O sea, el trabajo Wpo = 0.

» Segmento CD: (L, L) - (L,0). En este caso, z = L e y es variable, pero al evaluar la fuerza F
con r = L, nos da que F' = 0. Como la fuerza es nula, el trabajo también lo sera, Wgp = 0.

= Segmento DA: (L,0) — (0,0). Similar al tramo horizontal (0, L) — (L, L), nuevamente la fuerza
F' y el desplazamiento infinitesimal dr son perpendiculares entre si, con lo que Wp4 = 0.

Finalmente, sumamos todas las contribuciones al trabajo total, obteniendo:

Wgr=Wap+Wpc+Wep+Wpa=—-FL+0+0+0=—FL

Observacioén: si se recorriera el cuadrado de forma antihoraria, el trabajo darfa —Wg . = FyL.

2. Tenemos un potencial unidimensional U(z) definido para un rango restringido de valores de x y el
cual consiste en una parte lineal y una sinusoidal. Usando la condiciéon de equilibrio:

F

!/
= — —F= - _
U'(x) aVsen(ax) 0 = sen(ax) .7z

Como ax € [— 5 %] y F € [—aV,aV], la funcién arcoseno queda bien definida en dominio y recorrido:

1 F
Teq = —aarcsen W
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Donde se usé que la funcién arcoseno es impar, arcsen(—z) = —arcsen(z). Estudiamos estabilidad del
punto de equilibrio encontrado, utilizando el criterio de la segunda derivada del potencial:

U"(x) = —aVcos(ax)

Evaluando en x4, y usando el hecho de que el coseno es una funcién par:

1" 2 _a i _ 2 _ i — _ 2 i
U (:xeq) = -« Vcos( aarcsen((ﬂ/)) = —« Vcos( arcsen((ﬂ/)) = —« Vcos(arcsen(a‘/))

Notamos que:

1-%*

sen(f) = % = b= [ = arcsen(b)

cos(3) = cos(arcsen(b)) = 11_b2 = Vv1-1b?

Reemplazando para este caso, b = %, la segunda derivada del potencial evaluada en x., queda:

U”(ﬂjeq) =

Ahora estamos en condiciones de analizar el signo de U”(z¢,). El punto de equilibrio z., es:

» Inestable, si U (zeq) <0=V >0

» Estable, si U"(z¢q) > 0=
= Como V # 0, a > 0, no hay posibilidad de que sea punto silla.

La frecuencia de pequenas oscilaciones en torno al punto de equilibrio estable es:
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3. Hacemos un bosquejo del tridngulo isésceles que se forma entre los segmentos de cuerda que sostienen
a la masa y la distancia que separa a la polea izquierda del extremo al que estéd suejetado la cuerda:

V/a D/
L

A
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a) Sumando todos los segmentos de cuerda, obtenemos su largo total, L = 2] 4+ y. Donde:

1? =22 —i—( ) == \/:p2+—éL—2\/$2+f+y

Con esto, encontramos una expresion explicita para la posicién de la masa de la izquierda, en
términos de la posicién de la masa central:

— V42?2 + D?

La energia potencial asociada al sistema de las dos masas, es inicamente la gravitatoria:

U=—-mgx —mgy = |U(x) = —mg(x + L — V422 + D?)

Calculamos los puntos de equilibrio:

4 2x 4z
Ulxy)=—-mgll—--—= | =0=>1= —
() g< 2 \/43:2+D2> Vaz? + D?
D2 D
42+ D? =162 = 1222 = D? = |apy = + || — = +——
“ 12 23

Estudiamos estabilidad de los puntos de equilibrio. Primero calculamos U”(z):

d x
U'(x) = — |[4mg————
(z) da:[ g\/4x2+D2

2 2 4x 2 2 422
1+v4x% + D xi\/m Vax? + D T i D7

U'(z) =4 =4
() = dmy—— T Do) " 4% + D?
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Evaluando en o = x4 = i%:
2 ap? 2 D2
b \/4%+D2—4;7§+D2 Vi - o
U’ ( + —— | =4dmyg - = 4dmyg 2

4D2 4D2

23 gt D? kR
gr( o+ P\ _3mg(2D D?V3) 3mgD(2V3 V3

23 D2\ /3 3 2D D? 3 6

U + D :3m94\/>_\/§:3m93\/§:3\/§m9>0
23 D 6 D 6 2D

Con lo que ambos puntos de equilibrio son estables. Por simetria y la forma en la que definimos x,

nos quedamos con > 0 (podemos asumir que la masa central nunca supera = = 0).

D
Loy = ——=
eq 2\/3

b) La energia cinética total serd la suma de la de cada masa:

1 1
K = Emﬂb2 + imgf
Usando la regla de la cadena:
dy . 4z

j=Wpo T
Y dx Vaz? + D2

Con esto, escribimos la energia cinética en términos de la posicién y la velocidad:

1 5 1 16mz? , 1 1622

1 (2022 + D%\ ,
K(w,#) = 2m<4:c2+l)2>$

¢) Cerca del equilibrio, la energia cinética s6lo depende de la velocidad:

1 20:E2 +D2 1 20D72 D2 1 5D? E
K(xeqvi) = m<eq>i“2 = m<12+ 2 =m Q @2

2\ 42, + D2 27\ 42 4+ D2 2 i

1
K(zeq, o) = 5m(2)j52 = mi?

La frecuencia de pequenas oscilaciones, considerando que la masa del sistema es 2m, es:
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