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Pauta Auxiliar 1.
Conceptos ttiles:

s EDO: ecuacién de la forma
f(t,x(t),di,..,a™) =0

Mas condiciones iniciales (CI) dadas z(0), (0),...,z(*~1(0), tiene solucién tnica z(t).

o ler orden: & = ar = x(t) = Ae™

e 2do orden: & = —wiz = x(t) = Acos(wot + ¢)

= Truco usando la regla de la cadena, para pasar de dependencia temporal a dependencia espacial:

dx dv

= Truco de multiplicar por la velocidad, usando derivadas totales con respecto al tiempo:

. 1d .. Ld,
xE = ia(m )y &i= 5@(:10 )
s Segunda Ley de Newton:
N
FNeta—ZFz:ma)
=1
En una dimensién: FNeta = ma

o Idea: dadas F; 0 FNeta mas condiciones iniciales, tratar de encontrar x(t), (t), &(t) explicitamente.

Problemas:

1. Se tiene el caso de una fuerza dependiente del tiempo F(t), que actia a lo largo del eje X:

ks of
®

» X

—

F(t) = Ae "sen(wt)z ; & =(1,0,0)

Con condiciones iniciales dadas para la posicién y la velocidad: z(t = 0) = zg y ©(t = 0) = vy.

Ya que estamos en una dimension, y usando el hecho de que n = 0, la ecuacién de movimiento queda:
dx

FNeta = Ae*Otsen(wt) =mi=7I= i Esen(wt)
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Integrando al lado izquierdo con respecto a la velocidad y al lado derecho con respecto al tiempo:

/f(t) =2 [ sen(et) = () — #(0) =~ cos(en)]| = 21— cos(et)]

£(0) mw 0 mw
Asi encontramos la velocidad en funcién del tiempo:
A d A A
v(t) =2(t) = vo + p— {1 - cos(wt)} = d—:f = + e %cos(wt)

Integramos nuevamente con respecto a la posicién a la izquierda y con respecto al tiempo a la derecha:

/:“) dp — /0 ' [uo + A icos(m]dt = 2(t) = 2(0) = (vo + i)t - /0 cos(wt)ds

(0) mw — mw

Asf encontramos la posicién en funcién del tiempo:

El movimiento consiste en un movimiento rectilineo uniforme (MRU) + un movimiento arménico.
Graficando la posicion en funcién del tiempo, observamos una oscilacién en torno a la recta definida
por el MRU. Analizando casos limites para las constantes que definen el problema:

= Si A— 0o mw— o0, se recupera MRU, que corresponde a fuerza nula u oscilacion muy rapida.

s Observacion: El caso con n # 0 se encuentra resuelto en la Auxiliar #2.

2. Se tiene el caso de una fuerza dependiente de la posiciéon F(z), que acttia a lo largo del eje X:
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F(z) = —k(x —lp) (Ley de Hooke)

Con condiciones iniciales dadas para la posicion y la velocidad: z(t =0) =1y — Ay @(t =0) = 0.

Usando la 2da Ley de Newton, considerando la fuerza elastica como la tinica que actta en el eje X:

k
mx (x—l) =i m(%‘ 0)
Se usa cambio de variable, u(t) = z(t) — ly = @ = &, il = #. Definiendo w3 = %, la ecuacién queda:

i = —wgu = u(t) = Acos(wot + ¢)

Que es la solucién conocida al Movimiento Arménico Simple. Volviendo a la variable original z(t):

x(t) = lo +u(t) = x(t) = lgp + Acos(wot + @)

Todavia nos queda encontrar la amplitud A y la fase ¢ utilizando las condiciones iniciales:

z(0) = lp + Acos(wo0 + ¢) = lp — A = Acos(¢) = —A

2(0) = —Awpsen(wp0 + ¢) =0 =sen(¢) =0= ¢ =0,7

¢\

o= B=0

Escogiendo ¢ = 0 (¢ = 7 también es una solucién valida), obtenemos que A = —A, y ast:

’x(t) = lp — Acos(wot) ‘

[@(t) = woAsen(wt) |

i(t) = wiAcos(wot)
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3. Observacion: se resolvera para n = 1, el caso n = 2 esta en la Pauta Auxiliar 1 - Propuesto P3. Por
comodidad, el orden de resolucién serd distinto. Al final se dardn las respuestas en orden.

Se tiene el caso de una fuerza dependiente de la velocidad F(v), con v = g, actuando en el eje Y.

Vo

Notamos que de subida, la fuerza adopta la forma F(v) = —ywv, con v > 0, con lo que la fuerza apunta
hacia abajo y se opone al movimiento. Por otro lado, de bajada, la fuerza mantiene su misma forma
F(v) = —v, pero ahora con v < 0, con lo que la fuerza apunta hacia arriba, también oponiéndose al
movimiento. Esto ocurre ya que es una fuerza de roce o friccién. Aplicando la 2da Ley de Newton:

Zﬂz—mg—'yv:mfb
i=1

Ya que las tnicas dos fuerzas actuando sobre m son el peso y el roce viscoso. Reescribimos tal que:

mg m .
——= —v=—0
Y Y

Notamos que si la aceleracién © = 0, se alcanza la velocidad terminal, la cual posee médulo ve, = mg/~y

Reemplazando este valor, y usandoo el truco para cambiar a dependencia espacial, obtenemos:

m dv
Voo —V = —V—
v dy

Integrando la dependencia con la posicién al lado izquierdo, y la con la velocidad al lado derecho:

Yy v
—l/ dy:/ L
m Jo vo Voo TV

Teniendo cuidado de usar las condiciones iniciales en los limites inferiores de integracién. Vemos que:

v

0 /“Uoo—l—v—voo
m v

v v 1
= dv:/dv—voo/ dvzv—vo—vooln‘voo—i—v
0 Voo + U Vo V0

Voo + U

vo

Como vy + v > 0 (ya que tanto vs como v son positivas), podemos prescindir del valor absoluto.
Evaluando los limites de integracién, obtenemos una relacién funcional entre posicién y velocidad:

y (voo+v>
——Y =0V — Uy — Vool [ ———
m Voo + V0
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En el punto mas alto de la trayectoria, y = h, la velocidad se anula v(h) = 0. Esto nos permite
encontrar explicitamente el valor de la altura maxima h en términos de los parametros del problema:

j o M0 Mo, Voo
0 Y V0 + Voo

Para el descenso, se utiliza la misma ecuaciéon de movimiento e integrales, dado nuestro sistema de refe-
rencia estatico (y > 0 hacia arriba, y < 0 hacia abajo). Lo que cambian son los limites de integracién:

y v
—l/ dy:/ ! dvé—l(y—h):v—vooln’voo—l—v
m Jp 0 Voo TV m

v
0
Esta vez, v < 0, pero siempre serd mayor (menor en mddulo) que la velocidad terminal, es decir
vV > —Us. Con lo que podemos prescindir del valor absoluto. Evaluando los limites de integracion:

—l(y —h)=v-— vooln<voo +U>
m

Voo

Es una relacién funcional entre posicién y velocidad. Cuando y = 0 se alcanza la velocidad final v :
— = Vf — Vsoln| ———
m Voo

Dados valores de las constantes del problema (v, m, vy y h ya calculada), es posible resolver mediante
un algoritmo numérico para obtener el valor de la velocidad final. Este es un resultado valido.

P3: Respuestas

a) Caso general: mo = —mg — ~yv|v|* !
= Subida: mv = —mg — yv"
» Bajada: mo = —mg — yv(—v)""! = —mg + (—1)"y"

b)
o _ | D mg|t _ (mg "
v Y
¢) = Subida:
Y (voo—i-v)
——Y =1V — Vg — Usolnl
m Voo + Vo
= Bajada:
fl(yfh) :vvooln<voo+v>
Voo
d)




