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P1

Una partícula de masa m es lanzada verticalmente hacia arriba con rapidez inicial v0 sometida

a una fuerza de roce ||~Froce|| = bv2 y a la gravedad de la Tierra. Considere que el eje Z se ubica de

forma vertical y que el origen del sistema de coordenadas se encuentra en la super�cie de la Tierra.

a) Determine la velocidad terminal v∞ en función de m, g y b.

La velocidad terminal corresponde a la velocidad que alcanza un cuerpo en caída libre desde una

altura su�cientemente larga. En un principio el cuerpo es acelerado por la fuerza de gravedad,

mientras el roce viscoso comienza a ascender lentamente, hasta que pasado cierto tiempo su�-

cientemente largo la fuerza de roce es igual a la fuerza de gravedad, por tanto el cuerpo sigue

cayendo pero a velocidad constante.

En el equilibrio se tendrá el siguiente equilibrio de fuerzas:

m~a = +bv2∞k̂ −mgk̂ (1)

Donde k̂ es el vector unitario en la dirección de la gravedad, o sea ubicado de forma vertical

hacia el centro de la Tierra. Dado que se alcanza una velocidad constante podemos decir que el

miembro derecho de la ecuación 1 vale 0, y despejando la velocidad se tiene que:

v2∞ =
mg

b
→ v∞ =

√
mg

b
(2)

b) Encuentre la velocidad v en función de la posición z.

Ahora nos concentramos en el tramo transiente del problema, el cual debe ser separado en el

ascenso y descenso, dado que el balance de fuerzas será diferente. En primer lugar revisaremos

el ascenso:

Ascenso El balance de fuerzas estará dado por el roce viscoso y la gravedad, similar a la

ecuación 1 como sigue:

mz̈k̂ = −bż2k̂ −mgk̂ → v = ż → mv̇ = −bv2 −mg (3)

Ahora lo que resta es plantear la ecuación diferencial y resolverla aplicando la condición

inicial v(t = 0) = v0, pero primero se usará la velocidad terminal para simpli�car un poco

la notación como sigue:

m

b

dv

dt
= −(v2 + v2∞)→ dv

v2 + v2∞
= − b

m
dt (4)

Como se pide v en función de z es necesario deshacerse de la variable t, para lo cual se hará

uso de que vdt = dz, entonces multiplicando ambos miembros de la ecuación por v, queda:

vdv

v2 + v2∞
= − b

m
dz →

∫ v

v0

vdv

v2 + v2∞
=

∫ z

0
− b

m
dz (5)
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→ 1

2
(ln(v2 + v2∞))

∣∣∣v
v0

= − b

m
(z − 0)→ ln

(
v2 + v2∞
v20 + v2∞

)
= −2b

m
z (6)

Despejando v se obtiene que:

v =

√
(v20 + v2∞)e−

−2b
m

z − v2∞ (7)

Vemos que esta ecuación será solo válida cuando el miembro derecho de la resta sea mayor

a v2∞, de lo contrario se indetermina la raíz cuadrada, esto sucederá cuando la velocidad

se haga nula, por lo que se rea�rma la necesidad de estudiar por separado el ascenso y

descenso, ya que la ecuación 7 no puede explicar este último.

Descenso Análogamente, se comienza con el balance de fuerzas:

mz̈k̂ = +bż2k̂ −mgk̂ → v = ż → mv̇ = +bv2 −mg (8)

Notar que la diferencia radica en el signo de la fuerza viscosa, esta debe ser positiva dado

que ahora apunta siempre hacia arriba, dado que durante el descenso la velocidad siempre

apunta hacia abajo y el roce debe ser contrario a esta. El procedimiento siguiente es idéntico

al del caso del ascenso, salvo algunas diferencias en los signos y en los límites de integración.

La condición inicial se considerará que en un tiempo tm el cuerpo se encuentra detenido, o

sea alcanzó su altura máxima h.

m

b

dv

dt
= v2 − v2∞ →

dv

v2 − v2∞
=

b

m
dt (9)

vdv

v2 − v2∞
=

b

m
dz →

∫ v

0

vdv

v2 − v2∞
=

∫ z

h

b

m
dz (10)

1

2
(ln(v2 − v2∞)

∣∣∣v
0
= − b

m
(h− z)→ ln

(
v2 − v2∞
−v2∞

)
= −2b

m
(h− z) (11)

De la cual se puede despejar la velocidad durante su descenso:

v = v∞

√
1− e−

2b
m
(h−z) (12)

c) Determine la altura máxima h alcanzada.

Para determinar la altura máxima alcanzada se hará uso de la ecuación 6 imponiendo que v = 0
y encontrando el z resultante al cual llamaremos h.

(6)→ ln

(
v2∞

v20 + v2∞

)
= −2b

m
h→ h =

m

2b
ln

(
1 +

v20
v2∞

)
(13)

d) Calcule la velocidad con que la partícula llega al suelo, vf , demuestre que se cumple:

1

vf 2
=

1

v02
+

1

v∞2
(14)

Ahora se utiliza la ecuación 11 para imponer que en z = 0 la velocidad es vf , la velocidad pedida,

entonces:

ln

(
v2∞ − v2f

v2∞

)
= −2b

m
h (15)
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Comparando lo encontrado con lo desarrollado en la parte (c) (inicio ecuación (13)), podemos

decir que:

ln

(
v2∞ − v2f

v2∞

)
= ln

(
v2∞

v20 + v2∞

)
(16)

Y reordenando llegamos a que:

(v2∞ − v2f )(v
2
0 + v2∞) = v4∞

v20v
2
∞ + v4∞ − v2fv

2
0 − v2fv

2
∞ = v4∞

v20v
2
∞ = v2fv

2
0 + v2fv

2
∞

→ 1

v2f
=

1

v2∞
+

1

v20

(17)
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