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P1. Resorte no lineal:

a) Queremos la energia mecénica F del sistema, que corresponde a la suma entre la energia cinética K y
la energia potencial U de las componentes del sistema mecénico. En este caso tenemos una particula
atada a un resorte de manera tal que el movimiento es unidimensional (particularmente, siempre
es horizontal), por lo tanto la posicién de la particula puede escribirse como 7 = xZ, donde Z es el
vector unitario asociado a la direccién horizontal.

En este caso la energia cinética viene del movimiento de la particula en si. Por definicién la energia
cinética es:

1
K = —m|v]?
2
En esta expresién m es la masa de la particula, y ¢ es el vector velocidad, que por definicién es la
derivada temporal del vector posicion. Tomando en cuenta eso:

dr 1
U= =@k = 0% = (22) - (22) = |[7)? =4® = K:§m:i72 (1)
Por otro lado la energia potencial del sistema viene dada por la energia potencial elastica asociada al
resorte!. Al ser una fuerza del tipo conservativa, la fuerza eldstica F y la energia potencial eldstica

U estén relacionadas a través de la siguiente expresion:

2

F=—-VU (2)

En esta expresion V es un operador vectorial que, al aplicarse sobre un escalar (en este caso U) nos
entrega el gradiente de dicho escalar, y puede representarse en distintos sistemas de coordenadas?.
La interpretacion fisica de este gradiente es que nos dice como cambia nuestra cantidad escalar al
movernos en distintas direcciones, y en el caso de la energia potencial U, la expresion (2) nos dice que
la fuerza que siente la particula estd asociada a variaciones de la energia potencial en las distintas
direcciones de nuestro sistema de coordenadas. Como en este caso estamos usando coordenadas
cartesianas, la expresion (2) se desarrolla como:

ﬁ__aji_aiA_aig
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Ya que en este caso la fuerza es F = —kx3 (es decir, sélo en la direccién &) entonces podemos ignorar
los ltimos dos términos del lado derecho, y usar derivadas totales para la direccion x, y asi:

dau . au au
T = —kxt=——7-121 = =

Fo_dU av _
= dx dx dx

kx (3)

'No consideramos energfa potencial gravitatoria ya que la altura es constante, por lo tanto podemos definirla como altura cero
y evitar ese término.
’https://es.wikipedia.org/wiki/Nabla
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En este caso podemos integrar con respecto a x a ambos lados de la expresion (recordando agregar
una constante de integracion), entonces:

AU 1
W e = /kzﬂcdx = U+ U= ~ka?
dx 2

En este caso la constante de integracién Uy se interpreta fisicamente como que la energia potencial no
tiene un cero rigurosamente definido®, entonces siempre podemos agregar una constante redefiniendo
el lugar donde U = 0. Si en este caso indicamos que U(z = 0) = 0 entonces usamos Uy = 0, y asi:

1

Entonces, como la energia mecédnica es F = K + U, usando los resultados de las expresiones (1) y
(4) se tiene que:

1 1

Ahora, queremos encontrar la solucién z(t) que nos entregue la trayectoria de la particula en funcién
del tiempo, para lo cual podemos usar el hecho de que la energia mecanica E es constante*. Tomando
en cuenta eso podemos despejar & a partir de la expresién de la energia, entonces:

1 1 2F k

—mi? =F — —ka? = &=+~ — —a?

2 2 mom

Por ahora el signo &+ nos da pistas de un movimiento oscilatorio, ya que la velocidad & tiene un
mismo valor para una posicién = en un movimiento hacia la derecha (signo +) y hacia la izquierda

(signo —). Por simplicidad usaremos el signo positivo para integrar y obtener x(t), entonces:

de _ 2Bk , /tdt_/zdﬂf N t_/wdﬂf
dt— m m 0 N o /E_EIQ N 0 /E_ﬁxQ

En este punto el problema estd resuelto en forma integral, basta con resolver la integral del lado
derecho, e invertir el resultado para obtener z(t). Para entender que con este procedimiento se
obtiene el resultado que conocemos para la ley de Hooke, integramos el lado derecho usando un
5 cualquiera, y entonces:

_m , LA - LA N - T E e L
= k‘ arcsin 2E X arcsin 2E i) arcsin 2E X = m arcsin 2E i)
o e =/ sin [/ E 4 + avcsi i
= — S1n —_— I'CS1n _—
x S ot arcs 5 L0

Podemos ver que se obtiene un oscilador armonico, que corresponde a la solucién del problema de la
ley de Hooke.

3De todas formas, todos los resultados fisicos importantes se asocian a diferencias de energfa, por lo tanto agregar una constante
arbitraria a U no cambia las interpretaciones fisicas que podamos sacar.

4Esto s6lo es posible en sistemas conservativos, es decir, sistemas donde sélo fuerzas conservativas realizan trabajo.

"https://www.calculadora-de-integrales.com/
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b) Para este caso la fuerza asociada al resorte cambia, por lo tanto la energia potencial del sistema
cambia. Tomando en cuenta eso, podemos retomar la parte (a) a partir de la expresién (3), entonces:

- dU dU dU
F = —— — — 2 P = —— _— = — 3
i (k — ax?)xd e g kx — ax

av ., _ 3 _ Lo 1y
dxd:L" /(km ar )dl’:>U+U0—2]€ZL‘ e

Por el mismo argumento de la parte (a) usamos Uy = 0, entonces:

1 1
= U= §k‘$2 — 104304
Con esto, la energia mecanica £ = K + U es:
1 1 1
= |E= §m5'c2 + §kx2 — Zam‘l

De forma analoga despejamos & para poder integrar, entonces:

1 1 1
it = B = gkatt qoat = b= [0 - et gt

Por simplicidad usaremos el signo positivo para integrar y obtener z(t), entonces:

da:_ 2F k

R e AL BT
dt m m+ a::>/dt /xo\/QE

2a4
2.73

4
me

x dx

= |t= 2F _ k
28 _ kg2
o \/m mx

Con esto tenemos la solucion en forma integral. Ahora, si queremos los puntos de equilibrio debemos
imponer la condiciéon F' = 0, entonces:

I}(xeq):(j'i—(k:—ozx2 Veq =0 = ZTeq=0 ; k— az?

eq
= [Teqg =0 ; Teq=— \/ CCeq—H

Ahora, para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio estudiamos el signo de la derivada de
F = —(k — az®)z (o la segunda derivada de —U) con respecto a x evaluada en cada punto, ya que:

dF d*U

7

— <0 6 —5 >0 = Equilibrio estable
dx dz?

dF 2
— >0 6 v < 0 = Equilibrio inestable
dx dz?

Desde el punto de vista del calculo diferencial, esto nos dice que un punto de equilibrio es estable
cuando coincide con un minimo de la funcién U(z) asociada a la energia potencial del sistema,
mientras que un punto de equilibrio sera inestable cuando este punto coincida con un maximo de la

funcién U(z).
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Por otro lado la condicién asociada a la fuerza puede entenderse de forma grafica viendo la siguiente

figura:
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Figura 1: Fuerza F(z) = —kx + ax® asociada al resorte, con k = 2 % ya= 1%.

En la figura anterior el punto negro representa el punto de equilibrio z.q = 0, mientras que los puntos

blancos representan los puntos de equilibrio zeq = :l:\/g El gréafico esta dividido en zonas donde
la fuerza es positiva o negativa en la direccién &, y como la fuerza es proporcional a la aceleracion
(por la segunda ley de Newton), entonces estas zonas pueden asociarse a zonas donde la aceleracién
es positiva o negativa, y entonces en estas zonas se favorecerd un movimiento hacia la derecha o
izquierda, respectivamente (lo cual se representa con flechas en el grafico de la Figura 1).

Ahora, si pensamos que inicialmente la particula estd en alguno de los puntos de equilibrio, este
punto serd del tipo estable si una pequena perturbacién tiene como consecuencia un movimiento que
lo devuelve al punto de equilibrio. Viendo el grafico, podemos notar que el punto que cumple esta
caracteristica es el punto de equilibrio xeq = 0, ya que si perturbamos la particula hacia la derecha
entrard a una zona con aceleracion negativa, la cual tendera a frenar a la particula y asi devolverla
al equilibrio (podemos notar que algo andlogo pasa con una perturbacién hacia la izquierda, cuya
consecuencia es un movimiento restaurativo hacia la derecha).

Por otro lado, un punto de equilibrio sera inestable si una pequena perturbacién fuera de este equi-
librio tiene como consecuencia un movimiento que empuja la particula hacia un punto de equilibrio

estable, o hacia el infinito. Por ejemplo el punto de equilibrio zeq = \/g cumple esta condicién,
ya que una pequeiia perturbacién hacia la izquierda hace que la particula adquiera una aceleracién
negativa, con lo cual se favorece un movimiento hacia la izquierda que la lleva hasta el punto de
equilibrio estable x¢q = 0, mientras que una perturbacién hacia la derecha la lleva a una zona con
aceleracién positiva, lo que favorece un movimiento indefinido hacia la derecha, escapando del punto
de equilibrio. Algo andlogo pasa con el caso ZTeq = —\/g .

En conclusién, se tiene que zeq = 0 es un punto de equilibrio estable, mientras que los puntos

Teq = i\/g son equilibrios inestables.
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Por tltimo nos falta dibujar el diagrama de faseS asociado a este sistema mecanico. Los puntos de
equilibrio estables se representan con circunferencias alrededor de este punto en el eje horizontal,
mientras que los puntos de equilibrio inestables se representan con hipérbolas que encierran al punto.
Tomando en cuenta esto, para el caso de este problema el diagrama de fase nos queda de la siguiente
forma;:
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Figura 2: Diagrama de fase del sistema usando k = 2 % vy o= ].mﬁg.

El sentido de las flechas se puede entender recordando que una velocidad positiva (zona del grafico
sobre el eje horizontal) indica un movimiento positivo (en este caso hacia la derecha), mientras que
una velocidad negativa (zona del gréafico bajo el eje horizontal) indica un movimiento negativo (en
este caso hacia la izquierda).

SRecordar que en este diagrama el eje vertical representa &, mientras que el eje horizontal representa a .



