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P1. Particula cargada en caida libre:

a) Para encontrar las ecuaciones de movimiento debemos aplicar la segunda ley de Newton F' = md en

algtn sistema de referencia con coordenadas convenientes. Dado que acd no existe ninguna simetria
(ni cilindrica ni esférica) lo mejor es partir con coordenadas cartesianas para abordar el problema.
En ese sentido suponemos que la particula tiene las siguientes cantidades cinematicas expresadas
vectorialmente:

Ft) =z +yjg+22 ; 0@t)=di+yg+22 ; alt) =iz + 4§95+ 22

Con la tercera expresiéon podemos escribir el lado derecho de la segunda ley de Newton, solo nos falta
revisar el lado izquierdo, que corresponde a la fuerza neta que siente la particula. En este caso las
fuerzas que actiian sobre la particula son el peso y la fuerza electromagnética. Usando un sistema
de referencia tal que § y 2 son la direccién horizontal y vertical (respectivamente) del dibujo del
enunciado, y tal que Z sale de la hoja, entonces se tiene que el peso es F, = —mgZ. Por otro lado la
fuerza electromagnética puede calcularse usando la velocidad mostrada anteriormente, entonces:

— —

Fo=q(0x B) =q(a2+9j+22) x (Bd) = F.=qB (3 - j2)
Entonces, aplicando la segunda ley de Newton F = mad se tiene que:
F=mi = F,+ F, =m(i? + i) + 32)
= —mgZ+ qBzy — qBYyzZ = mIT + myy + mziz
Separamos los términos asociados al mismo vector unitario, y entonces:
= mi=0 ; miyi=qBz ; mZ=—qBy—mg

Despejando la aceleracién asociada a cada componente encontramos las ecuaciones de movimiento,
entonces:

qB . . qB
= —Z

= |i=0 ; j ; E=——y-—yg (1)
m

m

Para caracterizar la trayectoria de la particula necesitamos encontrar las funciones x(t), y(t) y z(t)
que cuantifican la posicion de la particula a lo largo del tiempo, las cuales podemos obtener mediante
integracién de las ecuaciones de movimiento encontradas anteriormente. Primero veamos cudles son
nuestras condiciones iniciales. Como la particula se suelta desde cierta altura entonces estamos en el
caso de caida libre, lo cual nos dice que la velocidad inicial de la particula es cero, es decir, #(0) =
y(0) = 2(0) = 0. Por otro lado podemos ubicar nuestro origen en el punto de la superficie terrestre
que esta justo por debajo de la posicién inicial de la particula, de tal forma que z(0) = y(0) =0y
z(0) = zo.
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Como ya tenemos claras nuestras condiciones iniciales tratemos de integrar las ecuaciones de movi-
miento mostradas en (1). Partiendo por la ecuacién asociada a la coordenada x:

F=0 = / =0 = () —#(0) =0 = #(t) =0

- / Ch=0 = 2(t)—2(0)=0 = x(t)=0

Con este resultado podemos entender que el movimiento es en el plano Y Z. Ahora, viendo las tltimas
dos expresiones mostradas en (1) notamos que no es directo integrar para obtener y(t) y z(t), ya que
sus ecuaciones de movimiento estan acopladas, es decir, la aceleracién en una direccién depende de las
cantidades cinemaéticas de la otra direccion, y viceversa. Para desacoplar estas ecuaciones podemos
derivar la expresién para ¢ con respecto al tiempo, entonces:

B B
= = y =123
m m

Reemplazando la expresiéon que tenemos para Z:

2
.._gB ([ q¢B. .. (a4B\". 4qBg
y="—\—"79Y—-9) = y=—\"— Y- —
m m m m
Para resolver esta ecuacion observamos dos cosas. Primero, el lado derecho de la igualdad es propor-
cional a g, mientras que el lado izquierdo es proporcional a la segunda derivada de este término (es
decir, 7). Esto nos deberfa recordar la ecuacién de movimiento del oscilador arménico!, entonces
el primer cambio de variable que nos conviene hacer es ¥ = v, con lo cual ¥y = ¥, y asi la ecuacién

anterior cambia a:

B\?2 B
> i (1) 2
m m

Por otro lado podemos hacer un cambio de variable que elimine la constante del lado derecho. En

ese sentido, usando v = v’ — —g, con lo cual ¥ = ¥/, se tiene que:
B\? m B B\? B B
N ﬁ/:_<q> (U/_9>_qg:_(q> o1 4Bg 4By
m qB m m m m

B 2
= i}/——(q> v’
m

La solucién a esta ecuacion diferencial es una combinacién lineal entre un seno y un coseno, entonces:

= /'(t) = Acos (th) + C'sin (th>
m m

Deshaciendo los cambios de variable se tiene que:

B B
v="0 —% = v()—Acos(%t)—szin(ant)—;nt
B B
y=v = g)(t):Acos(qt)+Csin(qt> L
m m qB

'En un oscilador arménico de variable 6(t) la ecuacién de movimiento es § = —w?@
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Ahora, para obtener Z podemos usar la segunda expresién de (1), para lo cual necesitamos calcular
1j, entonces:

= Z(t) = —Asin (ft) + C cos <q£t>

Ahora aplicamos las condiciones iniciales para encontrar las constantes de integracién A y C'. Recor-
damos que la condicién de caida libre implica que y(0) = 2(0) = 0, entonces:

BA B B B B BA B B B
= j(t) = — " sin (qmt> + %cos (qmt> - 2o PG, (‘fnt) + %cos (%nt)

= A-2 A="2 . = =
7(0)=0 = 50> il £0)=0 = C=0

Con esto finalmente obtenemos las componentes de la velocidad de la particula:

= i) =0 ; y(t)zzg(cos (‘ft)—1> : z(t):—%si (‘ft) )

Ahora, si queremos caracterizar la trayectoria debemos integrar nuevamente con respecto al tiempo
para encontrar la posicién en cada eje. Dado que la condicién inicial en el eje & es que z(0) = 0,
y como la expresién anterior nos muestra que la velocidad en ese eje en todo instante de tiempo es
nula, entonces podemos concluir que z(t) = 0. Para la coordenada y(t), usando la condicién inicial
y(0) = 0 se tiene que:

y(t) = Zg <cos (f ) ) /t dydt mg ; cos (q ) g/ dt

= ylt) - y(0) = 5T [Sin (‘ft) _ sin(())} - %(t _0)

Para la coordenada z(t) usamos la condicién inicial z(0) = zp, entonces:

B tq t B
z'(t):—mgsin<qm t) = | d—idt —% [ sin (qt> dt

= z(t) — 2(0) = —% (_qn;) {cos (ft) - cos(O)}

Entonces, con esto se tiene finalmente que:

= |lz(t)=0 ; y(t)= mg sin <th> _ 9y ;oz2(t) =20+ ;129 <cos <th> - 1) (3)

q? B2 m
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c) Por definicién el vector tangencial ¢ apunta en la direccién y sentido en que apunta el cambio del
vector posicion 7 cuando variamos infinitesimalmente el tiempo. Como es un vector unitario, la
expresién para construir ¢ es:

dt

dr

o (4)

' ‘

Sabemos que por definicién % es el vector velocidad v = &% 49§+ 22, entonces usando los resultados

mostrados en (2) se tiene que:

dir mg qB ) ) . mg . <qB > R
—_— = —t] -1 — —=sin | —t 5
dt ¢B (COS ( m Y qB ot m : (5)

Ahora calculamos el modulo de este vector:

dr mg\> qB 2 mg\ > qB
—ll=1/(—= i) -1 —= ) sin? (=t
[l = )" (o (5) =) () oo (35
ar B B B ar B
= ‘ d—: = Zg\/cos2 <qmt> — 2cos (%t) + sin? (qmt) = ’ d—; = Zg\/Q — 2cos ((‘;nt) (6)
Entonces, aplicando la definicién (4) se tiene que:
cos (B¢) —1 sin (42¢
MR

2 —2cos (%t) 2 —2cos (%t)

Para el radio de curvatura R, si usamos la notacién de puntos para la derivada temporal se tiene
que:

713

|7 ]

El vector aceleracién 7 se puede obtener calculando §j y Z a partir de las ecuaciones de movimiento

obtenidas en (1), entonces:
" . <qB > ) ( qB >
Yy = —gsin | —1 ;7 Z=—gcos| —t
m m

. . (9B )\ . qB )\ .
= 7= —gsin|—t|y—gcos|—t1]2Z2
m m
Ahora realizamos el producto cruz entre este vector y el vector velocidad mostrado en (5), y entonces:
TXT = [g <cos <qt> — 1> g — mg sin (qt) 2} X {—g sin <qt> 1 — g cos (qt> 2}
qB m qB m m m

Lo 2 B B 2 B
= Pxi=—"9 cos <qt> (cos (qt) - 1) (G x 2)+ % sin? (qt) (2x7)
m q
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. 2 B B B
= X7 = _mg |:COS2 (qt> — oS (q t) + sin? (qt)] T
qB m m m

. B L 2 B
= X F:—% <1—cos(qmt)>i" = ||7x fﬂ:ngg (1—cos (qmt>> (8)

Entonces, usando este resultado y el médulo de la velocidad ||7]| mostrado en (6) en la definicién (7)
de radio de curvatura, se tiene que:

3 3 3
mg 9B 2 9B 2
R (q—B (2 — 2cos Ht)) _ 8m2g (1 — cos (Wt))
”;%2 (1 — Cos (—Bt» q*B? 1 — cos (%t)
V8m?g qB
= |R(t) = 1—cos|—t
) q*B? ( m )
d) Si agregamos una fuerza de roce viscoso F. = —\7 entonces las ecuaciones de movimiento cambian.
Tomando en cuenta una velocidad arbitraria, la fuerza de roce viscoso es F, = —Ayjj — A\2Z, entonces

anadiendo a las ecuaciones de movimiento del caso sin roce:

my=qBz—Xy ; mZ=—qBy—\:—mg
. qB. A . gB . X,
= j=-—i-—9 ; mi=——y——i—g
m m m m
Desacoplar estas ecuaciones es un poco més dificil que el caso anterior, pero no es importante para
el contexto de este curso, y en ese sentido esta parte del calculo no seréd explicada con mucho detalle

(hasta una pauta futura). Primero se hace un cambio de variable que quita la constante —g de la
segunda ecuacién:

g=1 - mg Loy mg

- 22 9 - 2 B2
B A B A

N y/ _ Lzl _ 7:&/ : 5 — _Ly/ _ 2y (9)
m m m m

Ahora despejamos 2’ de la primera ecuacién, y derivando obtenemos Z’:

z":ﬁy%iy’ = 5’:ﬁ'y“’_¢_iy"
qB qB qB qB

Reemplazamos esto en la segunda expresién mostrada en (9), y entonces:

- ﬂ/_i_i/_ g./ )\<m/+)\/)
Y "B’ T T m\qBY T 4BY

Usando el cambio de variable 3/ = v y desarrollando podemos llegar a una EDO de segundo orden:

- P (1) (2)) oo w0
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Esta es una EDO lineal de segundo orden, por lo tanto proponemos soluciones de la forma v(t) = e,
y asi:
2X B\? [ A\? 2X B\? /A2
= a2 + Zaet 4 ((q) + () ) et=0 = o+ Za+ <<q> + () —0
m m m m m m
A B
> a=-2+22
m m

La solucién general de la ecuacion diferencial es una superposiciéon de ambas soluciones (cada una
asociada a cada signo de la expresién anterior, y entonces:

A ¢

= o(t) = C’le(_%_%i)t + Cge(_%+%i)t = o(t) = (Cle*i%t + C’gei%t) e m

El término entre paréntesis también puede escribirse como senos y cosenos, entonces:

= v(t) = <A cos (th) + C'sin (th>) e mt
m m

Lo importante de esta parte es poder solucionar la EDO asociada a un movimiento con disipacién
(es decir, la expresién (10)), por lo tanto expresaré el resultado para la velocidad en cada eje, con lo
cual es posible calcular £ y R:

B B
y(t) = %ﬂ cos (qt) + L%BQ sin (qt> e mt — &)\2
9B+ 35 m A+ m 9B + 75
B B
2(t) = |- %/\2 sin (qt> + LQQBQ cos (qt> e~mt L‘ZBQ
QB + qu m )\ + 4 B m )\ + 4 Y




