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P1.-

Una partícula de masa m se mueve en un espacio con un potencial descrito como V (r) = —rk
, con

— y k constantes. Considere que se sabe que el momentum angular en un punto es L, responda/calcule:

1. ¿El momentum angular es constante?, ¿por qué?

2. Encuentre el radio r0 de la órbita circular

3. Identifique para qué valores de k esta órbita es estable

4. Considerando que el radio r0 es estable, si a la masa se le pega una patadita que hace que oscile

en torno a r0, encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones Êr

Respuesta

Debido a que el potencial solo depende de la distancia de la masa al origen, al calcular el gradiente

de este, para calcular la fuerza, solo sobrevive el término en r̂. Tomando coordenadas esféricas:

F̨ = ≠ÒV (r) = ≠ˆV
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∆ F̨ = —krk≠1r̂,

por lo que tenemos una fuerza central, y por ende, se conserva el momentum angular, ya que no hay

fuerzas aplicándose en los ejes angulares.

Para encontrar el radio de la órbita circular usamos el potencial efectivo,

Veff (r) = —rk
+

L2

2mr2 ,

que derivamos e igualamos a cero para encontrar los puntos críticos,

ˆVeff

ˆr

----
r0

= —kr0
k≠1 ≠ L2

mr03 = 0

∆ r0 =
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Para analizar la estabilidad utilizamos la segunda derivada del potencial efectivo evaluada en r0 con

la expresión anterior,

ˆ2Veff

ˆr2

-----
r0

= —k(k ≠ 1)r0
k≠2

+
3L2

mr04

=
1

r04
(k + 2)L2

m
,

donde si k > ≠2 (por ejemplo, el potencial gravitatorio) la segunda derivada del potencial es positiva,

así que el radio r0 es estable y si k < ≠2 es inestable.

Para calcular la frecuencia de pequeñas oscilaciones usamos la fórmula de un auxiliar anterior,

Êr =

Û
V ÕÕ(r0)

m
,

reemplazando la expresión de V ÕÕ
(r0) calculada anteriormente,

Êr =
L

mr02
Ô

k + 2
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Pauta Auxiliar 15
P1

P2

rs •

La energia sedescribe como
21mÁ + 2¥ + Ncñs = O (1)

así quederivamos la expresión de las trayectorias , además recordando que miÓ = 1

1. G. = bar. O
" Ó = Kj MI = ktmr ¥ ,

donde A- ( E.)
""
⇒ ir = bing.fr;-)

""

reemplazando en (1)

Em (EN E)
"

+ 2M¥ + Kiro

⇒ ven = jmr.fi(E)
"

+ 1)
2. dj = aroe

"
Ó = armin = amtr ⇒ {m (Yr)

'

+ 2M¥ + KM =
O

⇒ Vcñi = - anti. (á+ 1)

3. dj = r. ⑤ = rol ⇒ fmfrimh-r.ji-znjr.tk"-- O ⇒ KM = -2mF. ( (E)
'

+ 1)Ira

SE £

Las órbitas circulares sedan en las posiciones de equilibrio ,
o sea

,
cuando 2N / Ir= 0

,
así que derivamos

el potencial efectivo

¥:-|
.

= 21inV. é
""

- MÍ
.

=

!
O

⇒ [= 2mIr. " Voé
""

(2)

con lo que conseguimos la ecuación que nos permitiría encontrar el radio ro de la Órbita circulan
Para encontrar el máximo valor de L t.q.se siga teniendo Órbitas circulares , primero debe cumplir
(2)

,
donde notamos que el término r.

"
e-*
" tiende a 0 cuando r.→ o ( la exponencial legana a

ro " ) y también cuando r.→ 0 , por lo que debe existir un valor máximode r.
" e-
""

, por lo tanto de
L
.

Derivamos e igualamos a 0 r
" e-
""

⇒ A-(r" é"
" ) = 4 r?é

""
- 21,2 r.se

_""
=

!
O

zr Ir
.

⇒ Ir? - A
'

r?=O ⇒ r: = 2¥ ⇒ r.
"
= I
A 4

reemplazando en (2)
⇒ LMÉ = 2m12 ¥,

V. e-"
"""

= 8mV. é
'

(3)

A

que podemos reemplazar en la expresióndel potencial efectivo

☆12 100% real

MAR>

MPL
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Veer.CH -- zhjnji
.

- V. é
""
- 87.* . 2mF - Veé

""

- ¥¥,
evaluando corrí ⇒ Venir. ) - ¥÷é Ez - VÉ = ¥

no •

B Como conocemos un ángulo y dos lados calculamos r con teorema del
IÉ •

coseno

ri F-cita -2ácoslñ-0-1=2941 - COSCIT-0)) -- ZAYLTCOSIO ) ) ,
c.

a

±
- - aasíque la fuerza , que es central dirigida siempre hacia C ,

sería

F- a la ri
29411- coso)

Elegimos nuestro sist.de coord. en lucentino del circulo parasimplificar los cálculos , por lo que
debemos descomponer la fuerza enbosejesdenueeotnosist . en coord . polares

B

• Ya que el triángulo del primer dibujo esisoeeles ,
los ángulos faltantes son iguales

y son a-E ×

c. %.
- - a

2
a ⇒ 2×+11--0=11--7×-0-12

✗ a 11--0

Asíque podemos pormoi un triangulo rectángulodonde la hipotenusa es lamagnitud
de la fuerza

IFT
✗

☒sino 'Ekosx ⇒ Fa - la Cos ¡ + k sin (E) Ó^

29411- coso) 29411- coso)

Ahora
, para calcular el trabajo recordamos que la masa se mueve en la circunferencia , por lo

que la fuerza Fenj, y la normal que la contrarresta, es perpendicularalmovimiento , así
que no ejerce trabajo , por lo que solo ejerce trabajo la componente de F- en Ó

, asique lo

calculamos integrando en el ángulo entre 0--0 y 0=11-12 (posición Aa B) sacase mueve
en ó ]

- la cojo;) ¡ +
laWA» - ¡

"
E.di =

zay, + caso, zaysicoso>
"" (E) E) • ""°F.

i.

t

=\
""
- lacoxq.jp/.ad---/-ik2a41tcoso)sin(E)Ead0-O-Y'o2a41I-
cosa

a
la f.

""

sin(0/2) DO / cosa 2) = (LTCOS (0-1)/2
Ía

.

ttcososinlokdo-k-aao.jo
,» [

"

- ¡ ( jjj - 1) = ¥
-↳- ¥ zooilo/2)

que es positivo , ya que la fuerza es en el sentidodel movimiento .
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