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a.-

Sabemos que los puntos de equilibrio se dan cuando la fuerza en ese punto es 0, que es lo mismo a
decir que la primera derivada del potencial es 0 (un mínimo o máximo del potencial). Por el gráfico
de la forma de la fuerza, Figura 2, notamos que la fuerza es 0 en:

xeq = 0,
D

2 ∧ D,

que son nuestros puntos de equilibrio.

Figura 1

Ahora, para saber si son estables o inestables debemos analizar el signo de la primera derivada
de la fuerza (la segunda derivada del potencial),

∂F (x)
∂x

= 2πF0

D
cos

(2πx

D

)
= −∂2V (x)

∂x2 ,

evaluamos en cada punto de equilibrio,
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∂2V

∂x2

∣∣∣∣∣
0

= −2πF0

D
cos (0) < 0

∂2V

∂x2

∣∣∣∣∣
D
2

= −2πF0

D
cos (π) > 0

∂2V

∂x2

∣∣∣∣∣
D

= −2πF0

D
cos (2π) < 0,

por lo que xeq = 0, D son puntos de equilibrio inestables y xeq = D/2 es estable.

b.-

Por segunda ley de Newton tenemos que

ma = F ⇒ a = F

m
= F0

m
sin

(2πx

D

)
,

como tenemos una función sinusoidal, sabemos que su máximo es 1, así que la aceleración máxima
es:

amáx = F0

m
.

c.-

Para calcular el potencial usamos la fórmula F⃗ = −∇V , como solo tenemos movimiento en el eje
x:

F⃗ = −∂V

∂x
⇒ V = −

∫
Fdx = −F0

∫
sin

(2πx

D

)
dx = F0D

2π
cos

(2πx

D

)
+ V0,

donde el potencial 0 se puede definir en cualquier parte así que consideramos V0 = 0 (también lo
tienen si definen sus límites de integración como D/4 y x),

⇒ V (x) = F0D

2π
cos

(2πx

D

)
.
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Figura 2: Gráfica de V (x) con D = F0 = 1, junto con los puntos de equilibrio.

d.-

La energía viene dada por:
E = 1

2mẋ2 + F0D

2π
cos

(2πx

D

)
.

Para la energía inicial tenemos ẋ2
0 = 0 y x0 = D/4,

⇒ E =
�
�
��>

0
1
2mẋ2

0 + F0D

2π
cos

(2πD/4
D

)
= F0D

2π
cos

(
π

2

)
= 0.

Por lo que la energía cumple
1
2mẋ2 + F0D

2π
cos

(2πx

D

)
= 0.

Para calcular la distancia máxima ocupamos que en ese punto la partícula se detiene, ẋ = 0, reem-
plazamos,

⇒ E =
�
�
��>

0
1
2mẋ2 + F0D

2π
cos

(2πxmáx

D

)
= 0

⇒ cos
(2πxmáx

D

)
= 0

⇒ 2πxmáx

D
= π

2 ∨ 3π

2 ,

la primera opción nos da xmáx = D/4 que es la posición inicial, así que no la consideramos, mientras
que con la segunda:

xmáx = 3D

4 ,

así que la distancia a D/4 es ∆x = D/2.
Viendo el gráfico del potencial, tenemos que la energía es constante igual a 0, por lo que la masa
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está encerrada en un pozo de potencial entre x = D/4 y x = 3D/4 que se encuentran a la misma
distancia del punto de equilibrio xeq = D/2, como se ve en la Figura 3, así que el punto más lejano
al que llega es x = 3D/4.

Figura 3

e.-

La rapidez máxima se da cuando la energía cinética es máxima, que se da cuando la energía
potencial es mínima. Como la energía potencial es una función sinusoidal, el mínimo se da cuando

cos
(2πx

D

)
= −1

⇒ E = 1
2mẋ2 − F0D

2π
= 0

⇒ ẋ =

√
F0D

mπ
.

Viendo el gráfico de la energía potencial, tenemos que para obtener la máxima velocidad, la
partícula se debe encontrar en la posición donde exista la mayor diferencia entre la energía mecánica
y la energía potencial, que es cuando x = D/2, ver Figura 4, por lo que toda la diferencia entre la
energía mecánica y la potencial es energía cinética, así que sería:

Kmáx = E − V (x = D/2)

⇔ 1
2mẋ2

máx = 0 − F0D

2π
cos

(2πD/2
D

)
,

de donde se despeja ẋmáx.
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Figura 4

f.-

Calculemos la energía final (que es la misma en todo el movimiento, ya que se conserva), que es
cuando la masa llega a la posición xf = D y se detiene, ẋ = 0, entonces,

E =
�
�

��>
0

1
2mẋ2 + F0D

2π
cos (2π) = F0D

2π
,

así que calculamos la velocidad inicial considerando la posición inicial x0 = D/4,

E = 1
2mẋ0

2 + F0D

2π
cos

(
π

2

)
= F0D

2π

⇒ ẋ0 =

√
F0D

mπ
.

Viendo el gráfico de la energía potencial, es claro que sin un impulso la masa no llegaría a la
posición x = D, ya que se encuentra “más arriba”, ver Figura 5, así que para llegar a la energía
mecánica justa para el cometido, necesitamos suplir esa diferencia con energía cinética. Como la
energía potencial inicial es 0, la energía cinética inicial debe ser igual a la energía potencial final

1
2mẋ2

0,mín = V (x = D)

⇔ 1
2mẋ2

0,mín = F0D

2π
cos

(2πD

D

)
,

donde se despeja ẋ0,mín.
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Figura 5
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