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PROLOGO

Lo que usted encontrard en estas pdginas es una colecciéon de problemas de fisica que compren-
den la utilizacién de las herramientas del calculo infinitesimal y dlgebra lineal, fundamentalmente. La
gran mayoria de estos problemas han sido extraidos de evaluaciones del curso Mecanica (actualmen-
te, codigo FI2001, del 3° semestre de Ingenieria y Ciencias, Plan comtin, EC.EM., de la Universidad
de Chile) del cual he sido profesor auxiliar.

Hay dos puntos que representan bien mis intenciones: 1°, que mediante la ejercitacion con estos
problemas, escogidos con mucha atencién, el lector encuentre comprension de las materias involu-
cradas, y 2°, que, en la medida de lo posible, éstos representen la clase de problemas a los que, como
alumno, uno podria verse enfrentado. Asi es que el propdsito es facilitar el estudio de cualquier

estudiante de estas materias, pero este escrito podria resultar particularmente ttil a los alumnos de
la EC.EM. de la U. de Chile.

Este texto cuenta con las soluciones de algunos de los problemas que presenta. Estas han sido
redactadas por mi, algunas veces basandome en resoluciones de otras personas (profesores de cé-
tedra, auxiliares, etc). Pese a que he buscado ser explicativo, muchas veces, al redactar, me parecié
que una lectura liviana y poco profunda por parte del lector no serfa suficiente para comprender su
contenido; creo que es inherente al proceso del aprendizaje la necesidad de una lectura activa. En
particular, si el lector encuentra partes del desarrollo que no comprende o que no son explicadas con
suficiente detalle, serd de gran beneficio desentrafiarlas, por su cuenta o con ayuda.

Los problemas con solucién en el texto son menos que los que se dejan propuestos. Esto responde
a mi conviccién de que una buena forma de aprender a resolver problemas de fisica es abordar los
problemas sin mirar las pautas de solucién (al menos en primera instancia). De todas formas, al final
se agrega una seccion de respuestas de los problemas, lo que a veces ayuda a orientarse. De cualquier
manera, recomiendo enfaticamente resolver o tratar de resolver por cuenta propia los problemas que
tienen pauta antes de mirar la pauta.

En la mayoria de las soluciones, usted encontrard zonas de desarrollo algebraico que explicita e
intencionalmente he dejado como trabajo personal, pues considero que esto es una forma concreta de
no inhibir la ejercitacién; no quisiera que el texto se vuelva un compendio de calculos de integrales,
derivadas, productos cruz, etc. Busco, mds bien, que sirva para aprender las lineas de razonamiento
que llevan a entender y resolver los problemas.

Con el paso del tiempo, he ido encontrando diversos errores en las respuestas a los problemas
y/o en la redacciéon de sus soluciones. He hecho el esfuerzo de corregirlos, pero no tengo dudas:

siempre quedardn errores escondidos a mis ojos. Usted, probablemente, los encontrard antes que yo.

Buena suerte!!!



Nota de la version

» Se han incorporado vinculos internos que facilitan la navegacién por el interior del docu-
mento en la versién digital. Estos aparecen al comienzo de cada problema o solucién en la
forma: ‘Resp.’, ‘Prob.” y “Sol.".

El siguiente es un ejemplo de un problema que cuenta con solucién, ademéds de respuesta al
final del documento. Los problemas cuya soluciéon no se ha incluido muestran sélo el vinculo
hacia la lista de respuestas (Resp.).

Ejemplo:

Una lamina circular de radio R, densidad homogénea...

Desde la /lista de respuestas es posible redirigirse al enunciado de los problemas a través de
‘Prob.” y, cuando corresponde, también a la solucién (‘Sol.’).



CAPITULO

1

CINEMATICA

1.1 Problemas

Resp.

Una particula se mueve con rapidez vy constante, sobre un riel circular de radio R colocado en po-
sicion horizontal sobre una superficie también horizontal. La particula se encuentra atada mediante
una cuerda inextensible a un bloque que cuelga debajo de un agujero localizado a una distancia R/2
del centro del riel. Suponga que v, es suficientemente pequefio para que la cuerda no se destense.

(a) Determine la rapidez del bloque en funcién del angulo 6.

(b) Obtenga la rapidez méxima del bloque.

(c) Determine la aceleraciéon 4 del bloque cuando la particula que se mueve sobre el riel pasa
por la posicién 6 = 0.

Fig. P1.2




PROBLEMAS 1. CINEMATICA

Resp.

Una particula se mueve por el interior de un tubo de largo 2R que gira con una velocidad angular
constante w,. La particula inicia su movimiento desde el punto medio del tubo, desplazdndose por
su interior con una rapidez constante v, respecto al mismo. Determine:

(a) Elradio de curvatura de la trayectoria descrita, en funcién del tiempo.

(b) La distancia recorrida por la particula desde que inicia su movimiento hasta que llega al
extremo del tubo.

Resp.

Se observa una particula en movimiento con respecto a un sistema de referencia inercial. La trayec-
toria estd dada por las siguientes funciones:

o= Ae?, z=hp

donde p, 8 y z son las respectivas coordenadas cilindricas (con A, k, h positivos). Suponiendo que su
rapidez es constante (v,) y conocida:

(a) Calcule la velocidad @ de la particula en funcién de 6, A, k, h y v,.
(b) Encuentre su aceleraciéon a en funcién de los mismos parametros.
(c) Pruebe que d_L7.
(d) Encuentre una expresion para 6(t).
Considere una curva espiral descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:
r =R, ¢ = N0,

donde R y N son constantes conocidas (N entero par). Una particula se mueve sobre la espiral
partiendo desde el extremo superior (¢ = 0) y manteniendo una velocidad angular cenital constante
y conocida, 8 = wy. Se pide:

(a) Utilizando coordenadas esféricas, escriba los vectores velocidad y aceleracién para una po-
sicion arbitraria de la particula sobre su trayectoria.

(b) Determine el valor del radio de curvatura de la trayectoria en el ecuador (6 = 90°).

(c) Encuentre una expresion para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la particu-
la tarda en recorrerla. Indicacién: De ser dificil de calcular, puede dejar expresada la integral.




PROBLEMAS 1. CINEMATICA

ol
La trayectoria de un punto P, en coordenadas cilindricas, se define con:
p(t) = po, o(t) =2, z(t) = h — BO(t)

Se sabe que 6(t) es una funcién monétona, #(0) = 0 y que 8(0) = wp y donde h, B y wp son
cantidades positivas conocidas.

(a) Obtenga las expresiones para los vectores velocidad y aceleracién en este ejemplo.

(b) Obtenga una expresion para el vector tangente f y para la rapidez de P. Comente sobre los
signos de estas cantidades.

(c) Obtenga expresiones para las aceleraciones centripeta y tangencial:

(d) ¢Cuadl es la funcién 6(t) si se sabe que la aceleracién apunta todo el tiempo perpendicular al
eje Z?

Resp.

Una barra rigida de largo L se mueve apoyada en dos paredes rigidas que forman un angulo recto
entre ellas.
Suponga que el dngulo 6 = 0(t) es una funcién arbitraria del tiempo.

(a) Determine el vector posicién 7(t), velocidad ¥(t) y aceleracién 4(t) del punto medio de la
barra.

(b) El radio de curvatura de una trayectoria se define como p = v®/ || x 4||. Calcule el radio de
curvatura de esta trayectoria. Interprete el resultado y dibuje la trayectoria.

(c) Suponga ahora que el apoyo inferior de la barra se mueve con rapidez constante v, a partir
del momento en que la barra estd en la posicién vertical. Encuentre la funcién 0(t) que da
lugar a ese movimiento.

Fig. P.1.6



PROBLEMAS 1. CINEMATICA

Resp.

Considere una curva espiral cénica descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:

0 = 45°,
r

= 27—
¢=2mg

donde R es una constante conocida. Una particula se mueve sobre la espiral partiendo desde el
origen manteniendo una velocidad radial constante y conocida, 7 = c. Se pide:

(a) Determine la distancia radial del punto P en el cual la rapidez de la particula es 3c.

(b) Encuentre una expresion para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la particula
tarda en recorrerla. Nota: Estd bien si deja su solucién en términos de una integral muy
complicada.

(c) Determine el valor del radio de curvatura de la trayectoria en el punto P.

w

Y

7
, / N D
R
— ~ 1 m " —
/ ‘\ 6 / _
450 N /

X
v N~ id

—

Fig. P.1.7 Fig. P.1.8

Resp.

El punto de unién P entre un pistén y una biela de largo D se mueve a lo largo del eje x debido a
que el cigiiefial (disco), de radio R y centro en un punto fijo O, rota a velocidad angular constante w.
En el instante ¢ = 0 la biela est4 horizontal (¢ =0, x = R+ D).

(a) Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre P y O como funcién del tiempo t.
(b) Encuentre la velocidad v(t) de P.

(c) En la expresion para v(t) considere el caso R < D y luego encuentre una expresioén apro-
ximada para la aceleracién de P. ;Cémo se compara la magnitud de la aceleracién méxima
del piston con la aceleracién del punto A?

Resp.

Suponga que es posible excavar un ttnel entre dos puntos A y B de la Tierra. La aceleracion de
gravedad (que apunta hacia el centro de la Tierra) al interior del ttnel tiene una magnitud que es
proporcional a la distancia r desde el centro de la Tierra:

- &

il=<r

=2
donde g es la aceleracién de gravedad en la superficie de la Tierra y R es el radio de la Tierra.
Asumiendo que un vehiculo parte del reposo en el punto A y se mueve sin roce en el interior del
tanel, bajo el efecto de la gravedad, calcule:



PROBLEMAS 1. CINEMATICA

(a) El tiempo que requiere para llegar al punto B, que estd a una distancia R del punto A, en
linea recta.

(b) La rapidez maxima del movimiento resultante.

Nota: Considere que la aceleraciéon real del vehiculo es la que resulta de tomar la aceleracion que
tendria el cuerpo si no estuviera restringido a moverse en el tinel y proyectarla en la direccién del
tanel.

A

Fig. P.1.9



SOLUCIONES 1. CINEMATICA

1.2 Soluciones

Breb.

(a) Dado que estamos describiendo la posicién de la particula en coordenadas cilindricas, el
vector posicion es, por definicion:

7 0p + zk = Aek%p + nAk
= 7 = Ake"0p+ A®00 1+ nkAeok
= 7 = A (kp+ 6 + hkk)

No conocemos aun el valor de 6, pero sabemos que la rapidez de la particula vale siempre
v,, esto es: ||F|| = v,

= 7] = Abek?\/k2 + 14 h2k2 = v,

= A8 = 2o (+)

VK2 41+ h?k?
(kp + 0 + hkk)

Uo

> S E—
Vk2 41+ h?k?

(b) Con el resultado anterior, calculamos @ = 7:

(%)

i = ——2% (k60— 0p
Nt 2
0,6 «
A 0 ¥ B
Jerirme P

s N R
Pero de (x): 0 = AR TR ()

0,2

= i=
¢ Aef (k% 41 + h2k?)

(k6 — p)

(c) Definamos primero, para simplificar la notacién, B = v,/ Vk? + 1 + h?k>.
Demostrar que @_L7 se puede hacer de dos formas, pero ambas para concluir que -7 = 0.
La primera, mds simple, es considerar que 7 - ¥ = v,2. Asf:
d

(30 =0-7+7-7=21-5=0

La otra es calcular directamente @ - U:

- o B3 A A N
a7 = W(k@—p)(kp—kf)—khkk)
B3

10



SOLUCIONES 1. CINEMATICA

(d) Por dltimo, de (xx) tenemos que:

#_ B
At Aek?

B
k6
= 4o = —dt //

B

ko

= /e de = /—dt
eke

= = Zt + c — depende de las condiciones iniciales, que no tenemos.

Despejando 6 y reemplazando el valor de B obtenemos:

1 ko
0(t) = —1In 0 t+h>
®) k <A\/k2+1 + h2k2

o

(a) El vector posicién en coordenadas cilindricas es 7 = p,p + zk.
Pero z = h — BO. Ast:

7= 0,00 —BOk, @@= —p,0%p + pbd — BOk

b) = H;H y |17 = \/0262 + B262 = |6| \/p2 + B2
Como 0(t) es monétona y en t = 0 [§ = 0 A0 > 0] entonces [0(t) > 0, V|

= |6l = 6/p3 + B

— f= P 4 B¢ y |v=20./p2+ B2

~

2 A dt N
(c) Como ¥ = vt (coordenadas intrinsecas), 4 = 0t +v—. Ahora, v = 6/p3 + B%y

) dt
ai P .
dt p% + B2
= |4 = —p,0?p+0/p? + B2}
N———
Acent tang
(d) Sid apunta perpendicularmente al eje z, entonces 7 - k=0.Perod-k=—-6B=0

= 6 = 0 pues B # 0. Con esto:
6 = C®y como 0(0) = w, = 0(t) = w,. Esto ultimo implica que 6(t) = w,t + ¢, pero
6(0) = 0, por lo tanto




SOLUCIONES 1. CINEMATICA

Prob.
Resp
Las coordenadas que definen la posicion de la particula (en el caso de “conos” suele ser muy ttil el
uso de coordenadas esféricas) cumplen con:

(a)

(b)

(©

2
0 =rm/4; (,‘b:%; r=c.
. L Y I 5 . 2mi 27c
La velocidad en esféricas es 7 = 77 + 706 + r¢ sen 0¢. Ahora: ¢ = R - RrY senf = /2/2

= U =cf +r—\f§b

2722
R2

Entonces ||7]| = 1/c? + 12 =3¢ (la ultima igualdad se cumple en el punto P)

2.2
= 9—1+2rR7T de donde:

Se pide una expresion para la longitud y el tiempo transcurrido desde t = 0 hasta que llega

al punto P.
2
dt = / 17 dt = / /1 + rzldt
Pero r = ¢, y como r =0) = 0 (parte del origen) entonces r = ct. Asi:

27t262

Lr—/ 14+ #2

Este resultado es completo (salvo la resoluciéon de la integral) si se conoce el tiempo ¢, en
que la particula llega a P. Como escogimos t; = 0, entonces:

1)
t = /dt =
t

. dr 2R
El teorema de la funcién inversa respalda entonces que: t, = [ — = [ — = —.
dr c 7
0
2R
= |t) = —.
cTr
3
Para usar la férmula del radio de curvatura p. = m, debemos calcular el vector acele-
U X d

racion en el punto P, pues la velocidad ya la tenemos. De reemplazar las coordenadas y sus
derivadas en la férmula para la aceleracién en coordenadas esféricas, se obtiene que:

12



SOLUCIONES 1. CINEMATICA

47rc? 4mc? . 24/2mc? .
(_Z,P:_nc?_ et fﬂc(Pl
R_ R R
Up = CTA’+2\6C(P, y vp= |Up| = 3c.

2+/867c?
Al hacer el producto cruz y calcular la norma se obtiene: ||7p x dp|| = Tm Con esto,
el radio de curvatura en el punto P es:
27R
Pe = ="
2/867

13



CAPITULO

2

DINAMICA

2.1 Problemas

Resp.

Para pasar un bulto P de masa m de un lado al otro de un rio de ancho R se utiliza el método que
sigue. P se ata a una cuerda de largo R que estd unida al extremo de una vara de largo R. La barra
se hace girar desde su posicién horizontal con velocidad angular wy en torno a una rétula que une
la orilla del rio con el otro extremo de la vara. Despreciando todo roce:

(a) Demuestre que mientras la carga va por tierra firme la tensién de la cuerda es constante.
Determine su valor.

(b) Determine el valor de wy para que P se despegue del suelo justo antes de llegar al rio.

oqy
=

A
Y
\

R
Fig. P2.1 ~

Resp.

Una particula P de masa m se lanza por el interior de un recipiente cilindrico con eje vertical, radio R
y altura h. El roce de P con la pared cilindrica es despreciable; domina el roce viscoso F,, = —ct de

14



PROBLEMAS 2. DINAMICA

P con el fluido que llena el recipiente. La particula es lanzada en contacto con la superficie cilindrica,
con velocidad horizontal de magnitud vg. Determine:

(a) La velocidad vertical v, como funcion del tiempo y la funcién z(t).
(b) La velocidad angular de P como funcién del tiempo.

(c) Valor que debe tener el coeficiente ¢ para que P alcance justo a dar una sola vuelta, supo-
niendo que el recipiente es infinitamente alto (h — o).

Resp.

Considere un tubo con forma de L dentro del cual puede deslizar una cuenta de masa m. Escogiendo
un sistema de coordenadas cilindricas, un brazo del tubo coincide con el eje z. El otro se mueve
girando con velocidad angular constante wp, contenido siempre en el plano x-y (z = 0). La cuenta
es desplazada por el interior de este dltimo brazo hacia el eje z, gracias a la accién de una cuerda
que recorre el interior del tubo y es tirada en el extremo opuesto. La traccién es tal que la cuenta
adquiere una velocidad constante vg. Considerando que inicialmente la cuenta esta a una distancia
R del eje z:

(a) Determine la velocidad y aceleracion de la cuenta en funcién de su distancia al eje de rotacion
0.

(b) Calcule el radio de curvatura p. de la trayectoria de la cuenta en funcién de p.
Es importante hacer un grafico de esta funcién p.(p), precisando su valor para p = 0 y su
comportamiento para p — oo. Considere en este caso vp = AwpR, con A una constante.

(c) Determine la tension de la cuerda en funcién de p y la fuerza normal que la pared interior
del tubo ejerce sobre la cuenta.

Wo

Xy
! Fig. P2.3

Do Fig. P2.4

Resp.

Una particula de masa m puede deslizar sin roce por el interior de una circunferencia de radio R y
eje horizontal. Se suelta desde la posicién mas baja, 8(0) = 0, con velocidad angular 6(0) = wy. Los
datos son: m, R, gy wo.

(a) Escriba la ecuaciéon de movimiento (2da ley) y sepdrela en ecuaciones escalares. Una de estas
ecuaciones puede ser integrada una vez en forma inmediata.

15



PROBLEMAS 2. DINAMICA

(b) Integrando tal ecuacién se obtiene 62 = algo que tiene que ser positivo. Obtenga una desigual-
dad para cos 0. ;Fisicamente qué ocurriria si la desigualdad se hiciera igualdad?

(c) Encuentre una expresion para la fuerza normal en funcién de los datos y de 6(t). Impo-
niendo que la fuerza normal apunte hacia el centro obtenga una desigualdad para cos?6.
¢(Fisicamente qué podria ocurrir si la desigualdad se hiciera igualdad?

(d) ¢Para qué valor de wy ambas desigualdades coinciden?

(e) Si el dibujo representa a una particula que desliza apoyada en el interior de un cilindro
de eje horizontal, ;bajo qué condiciones la particula oscila respecto al punto mds bajo sin
despegarse jamas?

(f) ¢Bajo qué condiciones desliza girando en un solo sentido sin despegarse jaméas?

Resp.

Considere una superficie conica como la indicada en la figura, que se encuentra en un ambiente sin
gravedad. En un cierto instante se impulsa una particula de masa m sobre la superficie interior del
cono, con una velocidad inicial v, en direccién perpendicular a su eje. En ese momento la particula
estd a una distancia r, del vértice del cono. El roce entre la particula y la superficie es despreciable.
El angulo entre el eje del cono y la generatriz es a.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento de la particula en un sistema de coordenadas que le
parezca adecuado.

(b) Determine la fuerza que la superficie cénica ejerce sobre la particula cuando ésta se ha
alejado hasta una distancia r = 2r, del vértice del cono. Determine la rapidez de la particula
en ese momento.

lo

Fig. P2.6

Resp.

Considere un sistema compuesto por un resorte y una masa que se encuentran al borde de una
piscina muy profunda, como se indica en la figura. El resorte es de largo natural Iy y constante
elastica k. A éste se fija una pared moévil de masa despreciable. El sistema se prepara de tal modo
que la particula puntual de masa m se coloca junto a esta pared en su posicién de compresion
maxima, es decir en x = —Iy, segtn el sistema de coordenadas que se muestra en la figura, y se
suelta desde el reposo. Se pide:

16



PROBLEMAS 2. DINAMICA

(@) ¢Cuadl es la condicion que asegura que la masa m se moverd desde x = —[?

(b) Encuentre el valor maximo de y; que permita a la masa llegar al borde de la piscina (x = 0)
con velocidad no nula. Entregue el valor de esta velocidad no nula.

(c) Considere que la masa entra a la piscina inmediatamente cuando x > 0. Una vez que entra,
la masa experimenta una fuerza de roce viscoso lineal, de constante y. Suponga ademads que
no hay fuerza de empuje (la masa es puntual). Determine entonces el alcance maximo que
alcanzara la masa y su velocidad limite.

Resp.

Una particula de masa m estd ubicada sobre la superficie de una esfera de radio R, en presencia de
gravedad. En el instante inicial, se lanza la particula con una velocidad horizontal 7y = vy, tangente
a la superficie, y con un dngulo 6(t = 0) = /3.

(a) Encuentre la velocidad y aceleracién de la particula en funcién de 6.

(b) Determine el valor del angulo 6* en que la particula se despega de la superficie.

ooy

Fig. P2.7

Resp.

Hay un hilo enrollado alrededor de un cilindro de radio R. En la punta del hilo hay un cuerpo de
masa m que se suelta, cuando ¢ = 0, con velocidad inicial 7(t = 0) = —vpp, perpendicular al hilo, lo
que determina que el hilo se comienza a enrollar. La distancia inicial entre el cuerpo y el punto B de
tangencia del hilo con el cilindro es L.

No hay gravedad.

Nota: Las coordenadas cilindricas en este problema persiguen al punto de tangencia B, y es conve-
niente escribir el vector posicién como: 7 = Rp + L(t)é.

(a) Determine la ecuacién de movimiento para la distancia L(t) correspondiente a la longitud
de hilo que queda por enrollar en el tiempo ¢ (distancia entre los puntos B y la posiciéon de
la masa).

(b) Obtenga la velocidad angular ¢ en funcion de ¢.

(c) Suponiendo que el hilo se corta si la tensién sobrepasa el valor Ty, obtenga el valor de ¢
en el momento del corte.

17



PROBLEMAS 2. DINAMICA

t=20 Vo t>0
—0

L

y 0
B

X X
R
Fig. P2.8a Fig. P.2.8b

Resp.

Una particula P de masa m puede moverse solo por un riel horizontal circunferencial de radio R, en
ausencia de gravedad.
El tnico tipo de roce que hay es roce viscoso lineal, F,, = —c®.

(a) Determine el valor que debe tener vy para que P se detenga justo cuando ha avanzado media
vuelta.

X Fig. P2.9 Fig. P2.10

Resp.

Considere una bolita de masa m ensartada en una barra de manera que puede deslizar sin roce por
ella. La masa estd atada mediante un resorte, de constante eldstica k y largo natural /,, a un extremo
de la barra, y esta tltima, a su vez, gira ¢/r al mismo extremo en un plano horizontal con velocidad
angular w constante. En t = 0 la bolita se suelta con el resorte comprimido en /,/2 y p(0) = 0:

(@) ¢(Qué relacion deben cumplir m, k y w para que la bolita realice un movimiento arménico
simple a lo largo de la barra?

(b) Determine la compresion del resorte como funcién del tiempo.

18
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ol

Un bloque B de masa m esta apoyado en una superficie plana con la cual tiene coeficientes de roce
estatico y dindmico p, y pg4. El bloque estd ademas unido a un resorte (constante eléstica k y largo
natural /,) cuyo otro extremo estd fijo a la superficie (figura). Inicialmente el resorte estd con su largo
natural. La superficie se vd inclinando muy lentamente a partir de la posicion horizontal (x = 0).
Siempre es cierto que y, > jg.

(a) ¢Cudl es el angulo maximo «* antes que B deslice?

(b) Suponiendo que cuando & = a*, se deja de mover la superficie plana y el bloque comienza a
deslizar, determine el maximo estiramiento del resorte y determine la méxima rapidez que
alcanza B durante el movimiento.

(c) Determine si, una vez alcanzado el estiramiento maximo, B permanece en reposo o si se
debiera satisfacer una condicion especial para que eso ocurra.

R,

Fig. P2.11 Fig P2.12

ol

Un anillo de masa m desciende, debido a su propio peso, por un alambre de forma helicoidal de
radio R, y paso tal que z = h — ¢R;. No hay roce anillo-alambre, pero si hay roce viscoso: el anillo
es frenado por un roce viscoso lineal E., = —c@.

La condicién inicial es ¢(0) = 0,z(0) = hy ¢(0) = 0 y la aceleraciéon de gravedad es g.

(a) Obtenga el vector unitario tangente f de la trayectoria y la expresiéon méas general posible
para la fuerza normal N.

(b) Descomponga la ecuacién (vectorial) de movimiento en ecuaciones escalares.

(c) De las ecuaciones anteriores obtenga la forma explicita de w(t) = ¢(t) en funcion de los
datos: m, R,, Ry, cy g.

Resp.

Una particula de masa m esta atada a 2 cuerdas independientes de igual largo, cuyos otros extremos
estan fijos a los puntos A y B, separados entre si una distancia H (ver figura). La particula rota en
torno al eje vertical AB, manteniéndose en el plano horizontal ubicado a media distancia entre ambos
puntos.

(a) Determine el minimo valor de la velocidad angular w que le permite a la particula mantener
un movimiento circular uniforme con ambas cuerdas tensas (Datos: m, g, H).
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» Importante: En las partes b) y ¢) los puntos A y B se transforman en orificios a través de los
cuales las 2 cuerdas pueden ser recogidas en forma controlada.
(b) Si ambas cuerdas son recogidas a una tasa igual y constante, . = —v,, muestre que # o 3.
Obtenga la constante de proporcionalidad.
(c) Si en el recogimiento de las cuerdas se observa que, cuando r = H, la velocidad angular

de la particula es 2,/ 4, determine la velocidad angular y la tensién de cada cuerda cuando
r=H/2.

H/2 /\

m / 8
p/
H/2 /
~ S B ~
Fig. P2.13 Fig P.2.14

Resp.

Una particula P es lanzada hacia arriba deslizando, en ausencia de roce, por la linea helicoidal
definida en coordenadas cilindricas por

p =4b, z = 3b¢.
En t=0, la particula Pestien ¢ =0,z =0y con ¢(0) = w.
(a) Obtenga y escriba expresiones para el vector posicion, velocidad y aceleracién de P.

(b) Obtenga la rapidez y el vector unitario tangente a la trayectoria.

(c) Escriba la ecuaciéon de movimiento y tsela para deducir de ella el tiempo que P tarda en
detenerse.

(b) Escriba la fuerza normal como una funcién vectorial explicita en el tiempo.

Resp.

Si la particula de la figura parte desde el punto 6§ = 0 con rapidez inicial v,, determine el dngulo
# maximo que alcanza en el semi-cilindro estando continuamente adherida a el. Considere que no
existe roce.
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Fig P2.15

Resp.

Considere una particula de masa m que desliza sin roce por el interior de una superficie cénica, en
presencia de gravedad. En coordenadas esféricas, la superficie queda definida por:

<r<2r, 0 =u, 0<¢ <2m,

Fig. P2.16

La particula es lanzada con una velocidad inicial horizontal v, = 0043, cuando r = 7,.

Se desea conocer las condiciones que debe cumplir v, para que la particula nunca se salga de la
superficie del cono (en efecto, podria salirse por abajo o por arriba).

(a) Escriba la ecuacién de movimiento y separela en las ecuaciones escalares. Encuentre ¢ en
funcién de r.

(b) Encuentre #? en funcién de r.
(c) ¢Cuadl es el maximo valor de v, tal que la particula no se escape por arriba?
(d) (Cuaél es el minimo valor de v, tal que la particula no se escape por abajo?

Dé, entonces, el rango de valores que puede tomar v, para que la particula nunca se escape de la
superficie conica.
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2.1.1. Dinamica de Varias Particulas

ol

Tres varas ideales (perfectamente rigidas y de masa despreciable) forman un tridngulo equilatero de
lado D. El vértice O estd fijo en el techo mientras que los otros dos vértices tienen particulas de masa
m. El sistema oscila, en el plano del dibujo, en torno al punto fijo O. La condicién inicial es ¢(0) = ¢,
y $(0) = 0. En lo que sigue puede usar, por cada fuerza F que desconozca, la forma F = ff, donde
f es un escalar desconocido y f si debiera ser conocido.

a) Obtenga las expresiones para los momentos angulares ¢, E(G) fc sin hacer uso de la
g P P g o Y
relaciéon que existe entre estos tres vectores.

(G)

(b) Obtenga los torques Tp, 75"’ y Tg sin hacer uso de la relacién que existe entre estos tres
vectores y escriba las ecuaciones a las que conduce cada una de las tres ecuaciones del tipo

(=7
(c) Encuentre la(s) condicién(es) para que las ecuaciones anteriores sean consistentes entre si.

(d) Integre una vez la ecuacioén a la que todas se redujeron.

(e) Escriba la ecuacién de movimiento (2% ley) del centro de masa y, usando esto con todo lo
anterior, obtenga en forma totalmente explicita la fuerza externa total. Escriba ademads, la
fuerza (funcién de ¢) que el techo ejerce para mantener fijo al punto O.

LT T T T T T T T T 1T 17 - ~

Fig. P2.17 Fig P2.18

Resp.

Una barra rigida ideal sin masa de largo L = a + b puede girar en un plano vertical en torno a un
punto fijo O que separa a la barra en un brazo de largo a y otro de largo b. En los extremos de la
barra hay particulas de masas m y m,.

(@) Determine el momento angular y el torque, con respecto a O, del sistema.
(b) De lo anterior obtenga la ecuacién dindmica para el dangulo ¢ , e intégrela una vez.

(c) Si el sistema es soltado desde el reposo con ¢ ~ 0, ;este se acerca o se aleja de ¢ = 0?
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PROBLEMAS 2. DINAMICA

Resp.

Dos particulas, de masas my y mp, que estdn unidas por una cuerda de largo d, se mueven sin roce por
el interior de un tubo. El tubo estd unido de manera perpendicular a un eje que gira con velocidad
angular constante (). Inicialmente se suelta al sistema con movimiento nulo con respecto al tubo y
con la masa m; a una distancia R del eje.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento y sepdrelas en ecuaciones escalares.

(b) Resuelva estas ecuaciones y encuentre las distancias de las particulas al eje, p1 y p2, como
funciones explicitas del tiempo.

(c) Calcule el valor de la tensién de la cuerda.

A%

mq my m
O———O
: ) o7 )
2m Ty
- Fig. P2.19

Fig. P2.20

Resp.

Considere un sistema de dos masas m y 2m, respectivamente, unidas por una cuerda inextensible de
largo L y colocadas sobre una superficie horizontal entre dos paredes paralelas, como se indica en
la figura. El roce con la superficie es despreciable. Inicialmente, la linea que une a las dos particulas
es perpendicular a las 2 paredes. Se da un impulso a la particula de masa 2m, de modo que su
velocidad inicial es v,, paralela a las paredes. Determine:

(a) el tiempo que transcurre antes de que alguna de las dos masas choque con una de las

paredes, y

(b) la tensién de la cuerda justo antes del impacto.

Considere dos particulas de masa m cada una, unidas por una barra de largo L. El sistema se encuen-
tra en equilibrio en la posicion vertical, en el borde de una superficie horizontal ubicada en z = 0,
como se indica en la figura. En t = 0 la particula 1 (inferior) se impulsa en forma horizontal con
rapidez v,.

(@) Determine el dngulo 6 que la barra forma con la vertical y la velocidad vertical del centro de
masa (Zcp) en funcién del tiempo.

(b) Determine la velocidad vertical de la particula 1 (Z1) en funcién del tiempo. jPara qué con-
dicién de v, la particula 1 puede en algiin momento ascender (es decir, tener z; > 0)?
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(c) Determine la magnitud de la fuerza que la barra ejerce sobre las particulas mientras el
sistema cae.

m
2 | g
z
z=0 1
Fig. P2.21
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SOLUCIONES 2. DINAMICA

2.2 Soluciones

S2.2[5,

(a) Comenzamos por elegir un sistema de coordenadas cilindricas
con origen tal que la coordenada z sea nula en el fondo del cilin-
dro. Con esto el vector posicién inicialmente queda: 7 = Rp + hk.
La posicion, velocidad y aceleracién para cualquier instante estd

determinada entonces por los vectores:

. 7=Rp+zk @=RO0+zk, d=—R6%p+ REG+zk
Fig. 5.2.2

Las fuerzas existentes son el roce viscoso, de la forma F;,v_ = —¢7, la normal N = —Np,y
el peso mg§ = —mgk. Reemplazando 7 en la expresion para el roce viscoso, las ecuaciones
escalares de movimiento quedan:

p) —mR§?=—-N

0)  mRO = —cRO — Integrable

A~

k) — mi=—mg—cz— Integrable

Buscamos 7, (t) = z(t)k, que sale de integrar la ecuacién k):

z(t) t
dz c az
a8y = s /] ]

Z2,=0 t,=0

= T+ Sz) = —t
c mg
() = M8 [t _
Z(t) = . [e 1}

Para encontrar z(t) integramos z(t):
z(t) t 9 t -
dz = mg [e*%t — 1} dt / / , / = z(t)=h-— [mge"clt] — —gt
c J o C

() = h— "8 18 [t 1]

(b) Para calcular la velocidad angular 6, integramos 9):

=2 t,=0
RO c
= In|—| =——t
Vo m
Vo _cy
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SOLUCIONES 2. DINAMICA

(c) La condicién a imponer para que dé s6lo una vuelta (6 — 6; = 27), suponiendo que (h — o0),
es que también el tiempo que demora en caer hasta el fondo del cilindro serd infinito (f — o0).
Asi, podemos integrar la ecuacion (x):

0=271 t=c0

40 = “Ce~ildt / //
=0 t=o0

Uom 7£t o0 mvo
= 2m = — [e m } =0
Rc 0 + Rc
o mo,
- 27R

Rrob

Comenzamos por definir un sistema de referencia como el
que se muestra en la figura, con origen en la posicién inicial
del bloque. Segtin eso, § = gsenai — gcosaj y la fuerza
total sobre el bloque (mientras esté bajando o en reposo) se
escribird como:

(a)

Fig. 5.2.11 F=mg+ Nj—kxi — fu,
donde u serd el coeficiente de roce estatico o dindmico dependiendo de la situacion. Si el
bloque va cuesta arriba, ﬁ o = tful

Recordemos entonces las condiciones del problema: resorte inicialmente en su largo natural
(x = 0), y el bloque sin velocidad inicial. Actta el roce estatico con el plano, i.e, atin no se ha
sobrepasado el limite en el que el bloque desliza. El plano se va inclinando MUY lentamente:
eso quiere decir (quizas el enunciado debe ser mas explicito en esto) que podemos asumir
que & y & son tan pequefios que cada instante se puede considerar como una situacién
estatica en que el plano no se inclina.

Ya con estas consideraciones, podemos hacer suma de fuerzas, en la situacién estdtica para
el bloque —en x = 0-, y para un dngulo a arbitrario. Entonces:

YF,: —mgcosa+N =0
XF,: mgsena — f,, =0
Usando ambas ecuaciones y recordando que || ﬁ,e || < pe||N|| = pemg cosa, obtenemos que:
mgsenx < U,Mg COS &

La condicién de estar a punto de deslizar corresponde a la igualdad en la ecuacién anterior,
&

pues la fuerza de roce estatico estard a un paso de ceder. Para ese instante limite, se tendra

que el dngulo de deslizamiento a* cumple con

x* = arctan i, |
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(b) Ahora la situaciéon es que el bloque ha comenzado a deslizar sobre la superficie, que se
mantendrad desde ahora con una inclinacién a*.
Es fundamental en este punto ' replantear la ecuacién de movimiento. Ahora:

1) m¥= —kx— f,, +mgsena”
j) mgcosa* =N
con  fu, = pgmgcosa’”

dx

—ik=i= %x—i—g(sena Jgcosa’)

X x K
:>/5cd5c:/[—mx+g(senoc*—ydcosoc*) dx
0 0

x2

= — = —sz + g(sena™ — pycosa™)x
- 2m § Hd

*

Antes de seguir, recordaré que «
por lo tanto:

es un valor que cumple la ecuacién sena™ = p.cosa*, y

N

ko, *
5 = T, Tgcosa (e — pa)x. *)

Como queremos buscar para qué valor de x el bloque se detiene, i.e, ¥ = 0,

k )
(—me—i—gcoszx (e — ]/ld)> x=0

La solucién nula indica el primer instante con velocidad nula (al momento de partir). La otra
solucién da:

2m

Xmax = T(ye — Mg)cosa’” |

Este valor es positivo gracias a que y, > g (hasta donde conozco, esto ocurre en la gran
mayoria de los casos).
Por tltimo, como conocemos x en funcién de x, para calcular la velocidad méxima durante el
. . o k
movimiento descendiente volvamos a la ecuacién ¥ = ——x + gcosa™ (p. — pi4), y calculemos
m
para qué valor ¥ se cumple ¥(%) = 0 (que es la condicion para que X sea maximo).

k m
O:—%f—i—gcoszx*(ye—yd) = i Tgcosa*(ye—yd)

Finalmente reemplazamos X en (x), para obtener:

. m *
Xmax = 1/?gcoso< (He — pg)

1En general, para fijar ideas, he intentado representar como una “discontinuidad” este cambio cualitativo en el estado
de un sistema, en cuanto a la intuicién que nos llevara realmente a cuestionar si podemos seguir usando o no la ecuacién
de movimiento que escribimos en la parte (a). Este andlisis es en general necesario cuando, en presencia de friccién, ocurre
un cambio de sentido en el movimiento.
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(c) Queremos saber si es necesaria alguna condicién para que, una vez que se alcanza Xy, €l
bloque permanezca en reposo. Responder esto de manera rigurosa requiere de un andlisis
bastante complejo. Si bien es largo, el mejor argumento que he encontrado es el que sigue.
Calcularemos cudl es el maximo valor de ¢ tal que el bloque no se mueva si es dejado
en reposo con un estiramiento del resorte x = J (siempre con & = a*), para finalmente
comparar Sy, CON Xy
En este punto hagamos el siguiente andlisis: supongamos, s6lo por un momento, que no
existiera roce en la situacién. La tnica posiciéon de equilibrio posible (es decir, si dejo el
bloque en reposo, permanece en reposo) seria aquella en que:

¥(0eq) =0 = mgsena” —kbyy =0 = o5 = %senzx* = %
Luego, volviendo a nuestra situacién con roce, si se deja al bloque en x = J,; y en reposo, se
tendra que f,, = 0 (por decirlo asi, “no hace falta” fuerza de roce).
Entonces ahora debemos hacer un andlisis que consta de tres casos, poniendo atencién en el

HeCOS O™

sentido en el que actta f,:

caso (i) 6 = J;y. Es el caso trivial. f,, = 0. El bloque permanece en reposo sin restriccion
alguna; es mds, ni siquiera es necesaria la existencia de una fuerza de roce estético.

caso (ii) 0 < J¢;. En este caso, el resorte atin intenta tirar al bloque cuesta arriba, pero la
componente del peso que apunta cuesta abajo es mayor, por lo tanto el roce estatico
debe apuntar cuesta arriba para lograr el equilibrio.

= fm = —fu.I. Entonces si queremos que se quede en reposo en x = J, i.e., ¥ = 0:
= 0= —ké+mgsena”* — f,, = —ké +mguecosa™ —f,, = fu, = mgu.cosa”™ —kéo
Como 6 > 0, en este caso siempre se tendra que f;, < peN = mg cos ™ ie.

.. No hace falta ninguna condicién para que permanezca en reposo.

caso (iii) & > J,;. En este caso la componente del peso, cuesta abajo, es menor que la
fuerza del resorte, cuesta arriba, entonces para mantener el equilibrio, el roce estatico
debe apuntar cuesta abajo.

= fu = +fui. Luego, para que ¥(x = ) = 0:
= 0= —ké+mgsena® + f,, = —kd +mguecosa* +f,, = fu, =ké—mgu,cosa”
Entonces, que se cumpla f,, < pemgcosa* < & < 28y, cosa*,

5 2mg

= max — T‘ue CcOS lX*

Este dy4x €s el maximo estiramiento posible para el cual, si se deja el bloque en
reposo, se mantendra en reposo.

Los casos (i) y (ii) no exigen condiciones. En cambio, el caso (iii) exige que Xax < dpax para
que el bloque permanezca en resposo. Y de la parte (b) obtuvimos:

2m
Xmax = Tg(.ue - .ud) cosa” < Syax

.. No hace falta ninguna condicién (en ninguno de los 3 casos) para que el bloque
permanezca en reposo si se detiene en x = Xy;ay-
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2. DINAMICA

Prob.

=

Q

2
S

R

(a)

\//L/é

Fig. 5.2.12

Lo primero que se debe hacer es definir un sistema de refe-
rencia (indicado en la figura) al cual le asociamos un sistema
de coordenadas cilindricas, y escribimos el vector posicion
que cumple la restriccion fisica del anillo: éste desliza por la

hélice.
7=Rp+ (h— Rk
Entonces:
¥ = Ropp — pR1k
. J R o R .
t = H;’ = Ca— o
RZ+R? /R2+R?

La normal, como siempre, debe ser perpendicular al alambre helicoidal, y esto —que para
muchas personas es dificil de visualizar- significa que la normal tiene componentes en g, ¢
y ki N = Npp + Ny + Nik.
Sin embargo, la tinica forma de escribir una normal realmente factible, es decir, perpendicular
al alambre, es que se cumpla la ecuacién dada por N - f = 0,

=

NpR,

NeRy 0

\/R3+R

Ny R,

: \/R§+R%

R
= INe|

(b) La aceleracién y la fuerza total son: @ = Ry — R0 — Ripk y F = —mghk + Npp + %Nﬁ) +

Nik — cRopp + cRy k.

Separado en ecuaciones escalares, queda:

p) —mRyp* =N,
$) mR,P = N;;Rl — Ry
k) —mRy$p = —mg+ Ny +cRi¢

(c) Como debemos calcular ¢(t), entonces debemos buscar una ecuacién integrable en la que
no tengamos coeficientes desconocidos. Mds explicitamente, no podemos integrar ninguna
de estas ecuaciones pues no sabemos como varian N, y Ni en funcién de las coordenadas o
del tiempo. Buscamos una ecuacién integrable despejando N de la ecuacion k) y reempla-
zéndola en ¢), lo que da:

dp _ R ¢,
dt  R2+ R? mcp
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¢
m [ d¢ _y
- ?/ Rims_ g
0 RI+R: ¢
R ¢
- T [ 2 : 2@_ ] =1
R+ R ¢ 0

gR1 m
gRl m -
m_8Ry £t
#(t) ¢ R2+R? [ ¢ }
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2.17 Prob.

(a)

(b)

Resp.

En este problema serda muy ttil tener definidas las coor- También
denadas polares que se muestran en la figura, asociadas

al dngulo ¢ que define cualquier posicion del sistema.

Bajo este sistema de coordenadas, podemos descompo-

ner § y escribir la posicién de las masas 1y 2 desde el

origen O.

oql

g = cos pp — sen o

L V3 .1 .
D(P, Tzo — TDP + §D¢

1 o
Fig. 5.2.17

1
S

Dp —

N =

tendremos que tener la posicién del centro de masa G y la posicion de cada particula vista
desde G como origen:

L VB D, . D,
GZTDPI T1G=—E<P, 7262341

Dejo al estudiante el calculo explicito de lo, Z(()G) y (¢, advirtiendo con énfasis que es ne-
cesario conocer cabalmente su significado: el subindice indica con respecto a qué punto estoy
midiendo los vectores posicién de las particulas. El superindice (G) quiere decir que se cal-
cula como si el sistema fuera una sola particula en G con la masa de todo el sistema (en este
caso 2m). Estos calculos entregan:

I ) =1 =G _ = 7 = N il
To = Zi’io X Fext(i)/ 5 =tg X Fext, Tc = Zric X Fext(i)'

Debe notarse en este punto que la tensién de la barra que une las dos masas es una fuerza
interna, que no altera la dindmica del sistema; comprobar lo anterior puede ser de gran
utilidad para la comprension del lector.

Lo que atn nos falta escribir son las tensiones T; y 1> segtin las coordenadas que estamos
usando.

Ty = —Tycos(71/6)p + Tysen(r/6)p, Tr = —Trcos(/6)p — Tosen(r/6)d.

De esta manera, las fuerzas externas sobre la particula i (omitiendo el aporte de la tensién
interna) y la fuerza total externa son:
ir

Fext(i) =mg+ T, Fext= Fext(l) + ﬁext(Z)

y, por lo tanto, los torques resultan:
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To = —\fDmgsencpl%
3 ~
T(()G = (- \[Dmgserup—f—iD(Tl Ty))k

. 3
= {D(Tz — Tk

Haciendo / = T (x) para cada caso:

(*)o 2mD?*$ = —v/3Dmgsen ¢
(*)éc) 3mD2 = (- \[Dmgsenqb-l-éD(Tl T2))

2
e tmp%= V3D -Ty)

2 4

(c) De las ecuaciones anteriores se deduce que, para cualquier valor de ¢,

-1, = mgserup‘.

(d) Con la ecuacién anterior, las 3 ecuaciones son equivalentes a la primera: ¢ = —— psen ¢.
Entonces,
dp _ V3g / f g
— dp = ———= d
4>d¢ 5 Dsemp = Ppdd = sen4> ¢,
®o 4’0

lo que con las condiciones iniciales ¢(0) = ¢, = 0y ¢(0) = ¢, implica:

gf

¢ = (cos ¢ — cos ¢,)

(e) La2?ley de Newton para el centro de masa G es: Fexr = MAg, donde, en este caso, M = 2m
. _ % _ _DV3i2s  DV3ir
y A = ic = 22§ + P26, . -
La fuerza externa total sobre el sistema son las tensiones T; y 1> y la gravedad que actta
sobre cada masa, Fexr = T1 + Tz + 2mg.
Separada ya en ecuaciones escalares segin ¢ y ¢ la ecuacién de movimiento es:

) —?(Tl + Ty) +2mg cos ¢ = —D/3m¢?

P) %(Tl — T,) — 2mgsen ¢ = DV3m¢

La ecuacién ¢) es equivalente a la ecuacion (*)(OG). Si miramos la parte (d), podemos reem-
plazar ¢? en p), y junto con la ecuacién de la parte (c), tendremos el sistema de ecuaciones
para Ty y T, cuya solucién es:

T, = % sen ¢ + S\f;’:mg cos ¢ — \@mgcosgbo
T, = —% sen¢ + S\Emg cos ¢ — V/3mg cos P,

Bajo la asumida suposiciéon de que las barras transmiten la tensiéon de manera instantanea,
tendremos que la reaccién del techo debe ser, simplemente Fr = —T7 — T».
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CAPITULO

TRABAJO Y ENERGIA

3.1 Problemas

Resp.

Un anillo de masa m se encuentra inserto en una barra vertical. El anillo estd unido mediante un
resorte ideal de constante eldstica k y largo natural nulo a un punto fijo P ubicado a una distancia
D de la barra. El anillo estd inicialmente en reposo en el punto O, tal que el resorte se encuentra
horizontal (ver figura). La rugosidad de la barra aumenta desde el punto O hacia abajo, lo que se
modela con un coeficiente de roce dindmico variable en la forma y; = ay donde a es una constante
conocida e y es la distancia a lo largo de la barra medida desde el punto O hacia abajo.

(a) Muestre que la normal ejercida por la barra sobre el anillo es constante y determine su valor.
(b) Determine hasta qué distancia y,,,x desciende el anillo.

(c) Indique el trabajo realizado por cada una de las fuerzas que acttian sobre el anillo en el
recorrido descrito en la parte (b).

Fig. P3.1
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Resp.

Una particula P de masa m se mueve sin roce sobre la superficie exterior de un cono de angulo 77/4.
El sistema estd muy lejos de la Tierra, no hay peso. P comienza su movimiento a distancia r, del
vértice (ver figura P.3.2), con velocidad perpendicular al eje Z y velocidad angular ¢(0) = w,. Aparte
de la normal, hay una fuerza de atraccién que el eje Z ejerce sobre la particula. En coordenadas
cilindricas esta fuerza es R

7 P

f=-B P (3.1.1)
donde B es una constante conocida suficientemente grande para que, dadas las condiciones iniciales,
P no pueda despegarse del cono.

(a) Encuentre la velocidad angular ¢ de P en funcién de la coordenada esférica r.
(b) Determine si f es 0 no conservativa.
(c) Escriba la energifa mecdanica total en términos de 7 y r.

(d) ¢Existen soluciones en que la coordenada esférica r estd acotada entre dos valores, 7, y

Tmax”?

Resp.

Una masa puntual m se encuentra bajo la accién de un campo gravitatorio de una esfera de radio
R, la cual tiene un ttnel que la atraviesa como se indica en la figura. La esfera tiene una masa M
conocida y, por lo tanto, una densidad p = 3M/(47R3) también conocida. Considere que se cumple
M >> m y que no hay fuerzas externas. Suponga ademas que la masa m parte desde el reposo en
r = oo.

(@) Determine la magnitud y direccién de la fuerza gravitacional que ejerce la masa M sobre la
masa puntual m en funcién de la distancia r entre la masa m y el centro O de la esfera, para
ambos casos ¥ > Ry r < R.

Nota: Para r < R considere que solamente la masa M,(r) al interior de una esfera de radio r
acttia sobre la masa puntual. Ademads, puede considerar que esta masa efectiva se comporta
como una masa puntual que se ubica en el centro O.

(b) ¢Cual es la rapidez vs de la masa m cuando pasa por la superficie de la masa M?

(c) ¢Cuadl es la rapidez v, de la masa m cuando pasa por el centro O de la esfera de masa M?

34



PROBLEMAS 3. TRABAJO Y ENERGIA

Resp.

Una particula de masa m desliza sin roce por una rampa cuya forma estd definida por la ecuacién:

2 2
e
a b
La particula parte desde el reposo en el punto A y al alcanzar el punto B sigue deslizando sobre una
superficie horizontal rugosa de largo d para finalmente chocar con la plataforma de masa desprecia-
ble que est4 fija a dos resortes, como se indica en la figura. Como resultado del impacto, la particula
se detiene cuando los resortes de comprimen una distancia é. Considerando que la constante elastica

de ambos resortes es k, calcule el coeficiente de roce cinético u que debe existir entre la particula y
la superficie horizontal.

Resp.

Una particula puntual que se mueve por una circunferencia de radio a es atraida por un punto C
de la misma, por una fuerza de médulo F = k/7?, donde r es la distancia al punto C. Determine el
trabajo de la fuerza al ir la particula del punto A, diametralmente opuesto a C, a un punto B ubicado
a medio camino entre C y A, también en la circunferencia.

B
O
. )
C A l g : max : ,
k R /C
T M
AN AN AN

Fig. P3.5

Resp.

Un bloque de masa m se lanza por una superficie horizontal rugosa con una velocidad inicial v,.
El bloque estd atado al extremo de un resorte de largo natural L, y constante eldstica k, como se
muestra en la figura. En el instante inicial, el resorte se encuentra sin elongacién ni compresién (en
su largo natural).

Determine el coeficiente de roce cinético i, si se sabe que el bloque se detiene luego de avanzar una
distancia 0, .
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Resp.

Sobre un plano horizontal liso desliza una particula de masa m, empujada por una barra que gira
con respecto a un punto fijo con velocidad angular w, con respecto a uno de sus extremos.

La particula tiene roce sélo con la barra, y estd caracterizado por coeficientes de roce estéatico . y
dindmico 4. En la condicion inicial la particula se encuentra a una distancia p, del eje de rotacién y
en reposo relativo respecto de la barra.

(a) Encuentre una expresion para la distancia de la particula al eje de rotacion, en funcion del
tiempo, p(t).

(b) Determine el trabajo que realiza la fuerza normal desde el momento inicial hasta que la
particula alcanza una distancia p; con respecto al centro de giro.

A
2R
5 .
£ ‘ O O
R
§ PE SR
P g
O > Fig. P3.8
Fig. P3.7

Resp.

Dos particulas de igual masa m estdn unidas por una cuerda ideal de largo 2R. El sistema se suelta
a partir del reposo, con la cuerda en posicién horizontal, estirada y sin tensién. En ese instante el
tope P, fijo con respecto al suelo, se encuentra a una distancia R por debajo del punto medio de la
cuerda. Se sabe que el tope puede soportar una fuerza maxima de (7/2)mg. Determine el 4ngulo en
el instante que se rompe el tope.

Resp.
Sol.

Una particula P de masa m desliza sin roce por el interior de un cono invertido. El cono tiene eje
vertical, vértice abajo y dngulo caracteristico § = /3. La particula esta unida a un hilo, siempre
tenso, que pasa por el vértice del cono. La tensién T es tal que la distancia entre la particula y el
vértice disminuye en la forma: r, — v,t. En el instante inicial P estd a distancia r, del vértice girando
de modo que ¢(0) = w,, en torno al eje central.

(a) Reduzca la segunda ley de Newton a tres ecuaciones escalares e indique la dependencia
explicita en t de cada una de las coordenadas de P.

(b) Obtenga la condicién que debe cumplirse para que el hilo esté tenso en el instante inicial.

(c) Obtenga el trabajo Wr de la tensiéon T desde el momento inicial hasta el instante ¢; en que la
distancia de P al vértice es la mitad de la inicial. Explique el significado fisico del signo de
este trabajo.
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(d) Obtenga la energia cinética en un instante t arbitrario y de ahi obtenga la diferencia K; — Ko
entre la energia cinética final (t = t1) y la inicial (f = 0). ;Cuanto vale K; — Ky — Wr? ;Por
qué?

oQy

R

O Fig. P3.10

Fig. P3.9

Resp.

Una particula de masa m se mueve con rapidez constante v, por el exterior de un semicilindro
horizontal de radio R. Ademads del peso y la fuerza normal que ejerce la superficie, la particula esta
sometida a otras dos fuerzas. La primera es una fuerza F; que estd descrita por la expresion:

=

Fy = —c(xz% + x*zk)

donde ¢ es una constante conocida y las coordenadas x, z se miden respecto al origen O. La otra
fuerza, F>, para la cual no se cuenta con una expresion explicita, es la que permite que la particula
se mueva con rapidez constante en su trayectoria desde el origen O a la ctispide C. Se pide:

(a) Mostrar que la fuerza F; es conservativa.
(b) Determinar una expresion para el potencial asociado a F;.

(c) Determinar el trabajo efectuado por la fuerza F, en el trayecto de O hasta la ctispide C.

Resp.

Considere un cuerpo con la forma de un anillo de radio R, cuya masa total M se encuentra uni-
formemente distribuida en toda su extensiéon. Una particula de masa m se encuentra atrapada por
la fuerza de atracciéon gravitacional que ejerce este cuerpo, moviéndose a lo largo de la linea recta
perpendicular al plano del anillo y que pasa por su centro (ver figura). Suponga que M >> m, de
modo que el anillo no es afectado por la presencia de la masa pequena m.

(a) Mostrar que la fuerza de atraccién sobre la particula tiene la expresion:

GMmz p

ﬁ(Z):_(zz%—le)g/

donde la coordenada z y k se indican en la figura.

(b) Si la particula esta inicialmente en reposo en z = R, calcule su velocidad cuando cruza el
plano del anillo (z = 0).
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(c) Suponga que ademads de la fuerza de gravitacién existe una fuerza no conservativa
Fnc - _€Fnc (Z)k,

donde Fy:(z) > 0y € es el signo de z. Esta fuerza se opone entonces al movimiento de la
masa m. Dada la misma condicién inicial que en la parte (b), determine la funcién F,.(z) de
modo que la masa m llega al plano del anillo (z = 0) con velocidad nula.

Indicacién. Para la parte (a), calcule la componente de la fuerza de atraccién en la direcciéon k
generada por un elemento dM del anillo, y luego integre sobre el anillo para conocer la fuerza total
de atraccién.

AZ

©

Fig. P3.11 Fig. P3.12

Resp.

Considere un carro de funicular de masa m que se mueve desde el punto A, de maxima velocidad
de descenso, hasta el punto B en que se detiene. El movimiento ocurre sobre un riel recto de largo
L que forma un dngulo B con la horizontal. El carro cuenta con un motor que le ejerce una fuerza
paralela al riel, tal que su posicion a lo largo del riel sea x(t) = Lsen(5%), donde T es una constante
conocida.

Se deben considerar, adicionalmente, los efectos de un roce dindmico entre el carro y el riel, cu-
yo coeficiente es y, y una fuerza de roce viscoso con el aire, que apunta en direccién contraria al
movimiento, con la forma Fm = —¢¥, donde ¢ es una constante conocida.

» Calcule el trabajo efectuado por el motor en el descenso del carro desde A a B. ;Puede ser
nulo este trabajo? Explique su respuesta.

Resp.

Considere un sistema con dos bloques, de masa m cada uno, unidos por cuerda ideal que pasa por
una polea también ideal ubicada en el borde de una superficie horizontal de largo d. Uno de los
bloques puede deslizar sobre la superficie, con la cual tiene un coeficiente de roce cinético variable,
de la forma pi. = ax. En la expresién anterior, a es una constante desconocida.

Inicialmente, se deja sobre la superficie al bloque, en reposo y en la posicién x = 0, donde comienza
su movimiento (ver figura). Determine el valor de la constante a tal que el bloque se detenga justo
en el borde opuesto de la superficie.

Ue = ax

d m
Fig. P3.13

38



PROBLEMAS 3. TRABAJO Y ENERGIA

Resp.

En el instante inicial se tiene un bloque de masa m deslizando por un plano horizontal con veloci-
dad v,. Hay dos fuerzas que van frenando al bloque: una fuerza de roce deslizante (bloque-plano),
caracterizada por un coeficiente de roce y, y el roce viscoso lineal (bloque-aire), caracterizado por un
coeficiente de roce c. Para hacer mads sencillas las expresiones, suponga que v, estd dado por

donde g es la aceleraciéon de gravedad.

(a) Determine la velocidad v(t) como funcién explicita del tiempo y de ella obtenga el instante
tmax €n que el bloque se detiene.

(b) Determine la distancia que alcanza a recorrer el bloque hasta detenerse.

(c) Determine separadamente el trabajo que hace cada una de las dos fuerzas de roce desde el
instante inicial hasta que el bloque se detiene. Comente sobre el significado de la suma de
estos dos trabajos.

Resp.

Considere un bloque de masa m que circula por el interior de una superficie cilindrica de radio R
y eje vertical. El bloque también se encuentra apoyado en el suelo, con el cual no tiene roce. Sin
embargo, el contacto del bloque con la pared cilindrica esta caracterizado por un coeficiente de roce
cinético p. Inicialmente, el bloque se lanza con una rapidez v,, como lo indica la figura. Se pide
determinar:

(a) La velocidad angular del bloque en funcién del éngulo recorrido, ¢(¢).
(b) La velocidad angular del bloque en funcion del tiempo, ¢(t).

(c) ¢Cuanto tiempo tarda el bloque en detenerse? ;Qué dngulo recorre entre el instante inicial y
el instante final en que se detiene?

(d) Calcule, por definicion, el trabajo realizado por la fuerza de roce cinético entre el instante
inicial y el instante en que el bloque se detiene.

8
v

e ’UO i

Fig. P.3.15

Resp.

Una particula de masa m desliza sin roce sobre un plano horizontal infinito. En algtin punto del
plano hay un orificio por el cual pasa una cuerda ideal, que recoge a la particula hacia el orificio. El
recogimiento se realiza externamente a velocidad constante, v, (ver figura). En el instante inicial, la
particula se encuentra a una distancia pg del orificio y con una velocidad angular ¢,.
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(a) Considerando coordenadas polares en el plano, calcule ¢(p). Hint: exprese pa, como una
derivada total con respecto al tiempo.

(b) Calcule la tensién de la cuerda en funcion de la distancia de la particula al orificio, T(p).
(Qué ocurre con el valor de la tensién a medida que la cuerda es recogida y la particula se
acerca al orificio?

(c) Calcule, de dos maneras distintas, el trabajo que realiza la tensiéon de la cuerda entre el
instante inicial y el instante en el cual la particula se encuentra a una distancia p; del orificio.

g
l ;

vol Fig. P3.16
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3.2 Soluciones

2] gk

(a) Para encontrar la velocidad angular ¢ en funcion de r hay que ver que, ya sea escribiendo

la fuerza f en coordenadas cilindricas (como estd dada en el enunciado) o en coordenadas
esféricas, se tendra que la componente segtn ¢ es cero. Entonces, por la 2% ley de Newton,

1 d
a9 =0= rsenGdt(r ¢ sen’ )

ycomo 6 =37/4 = r’p = constante = r>¢, = r>w,. De lo anterior:

(b) Hay varias formas de demostrar que esta fuerza es conservativa. La primera es calcular las
derivadas cruzadas, para lo cual debemos escribir la fuerza en coordenadas cartesianas'.

Para hacerlo, notemos que f = —p—sz = —p—%ﬁ, donde estamos definiendo g = pp = x7+ .
Tomando en cuenta que p = /x? + 2, se obtiene:

Bx By
fom s, fy= L, =0
s s
of
Es directo demostrar que i _ f] .
ax]' E)xi
Eso significa que existe un potencial escalar U tal que f = —VU. Ahora, en coordenadas

cartesianas, VU = 247 + %gj 9. Para llegar a la funcién U se puede hacer una integra-

cién, poniendo atencién en que las derivadas son parciales, sin embargo, es muy ttil tratar
de adivinar lo que uno imagina que deberia ser U, y luego corroborar que es la funciéon
correcta. En este caso, se comprueba facilmente que

B B
Ve

Es importante notar que encontrar el potencial escalar U es suficiente para demostrar que f
es conservativa, y que tiene la ventaja evidente de que, valga la redundancia, se encuentra el
potencial, cosa que no se logra mostrando que las derivadas cruzadas de f son iguales.

He dejado una tltima alternativa —la mas simple- al final sélo porque en un curso de meca-
nica no es necesariamente conocido que, en coordenadas cilindricas, el gradiente se escribe

YU = Wyt 151 W

U=-—

La razén de que esto no sea vélido para cualquier sistema de coordenadas tiene que ver con el operador V x (-). La

condicién para que exista una funcién escalar U tal que f = —VU es que V x f = 0, lo que en coordenadas cartesianas se
escribe (iy - %) (%7 - %)] + (af" - %)fc = 0; en otras coordenadas, el rotor es distinto y no se puede extender el

concepto de las “derivadas cruzadas”.
Se demuestra que para cualquier funcién escalar A, V x (VA) =0
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(©

(d)

Como f = —%ﬁ = —-VU = U = U(p), es decir, U s6lo depende de la coordenada p.
Luego,

La energia total (constante, pues la normal no hace trabajo) serd entonces E = K+ U, donde
K = $m¥- 7, y U es el potencial escalar asociado a f que ya encontramos. En coordenadas
esféricas, T = i + 100 + r¢ sen 0P = i7 + rc])%cf)

Reemplazando la expresién que se tiene para ¢ y recordando que, en este caso, p = r/v/2,

E_ lmifz N mrew3 /2B .
2 472 r

Si existen, los valores 7,,i, Y 7max que acotan a la coordenada r son, en general, denominados
puntos de retorno. Y por razones que debieran ser obvias, la coordenada r alcanza minimos o
maximos cuando su derivada se anula. Buscamos, por lo tanto, valores de r para los cuales
7 =0.

Para esto, tengamos en cuenta dos cosas con respecto a la tltima expresion para la energia:

1. Dado que la energia se conserva (la tinica fuerza no conservativa, N, no realiza
trabajo), y como inicialmente # = 0 y r = 7,, la energia vale siempre:

E_ mrows /2B
472 To

2. Cualquier punto de retorno r hace que 7 = 0, es decir:

£ mrows /2B
4r2 r

Entonces, de estas dos ecuaciones,

mriw? _ V2B _ mrw? _ V2B
r

4r2 To 472
4,2
mrywy (1 1 1 1
S VY. ) (i
4 <r§ 1’2> V2 <r0 r 0

o

(L) [t (1 1) v -
To r 4 o r

De esta tltima ecuacién, se desprenden las soluciones:

To
Y=g
mr3w?
[had}

Se concluye lo siguiente:
La primera solucién tenia que ser r,. La segunda tiene sentido fisico (r, > 0) sélo si se
cumple:

3.2
mryw;

42

B>

42



SOLUCIONES 3. TRABAJO Y ENERGIA

prob.

Usaremos las coordenadas polares para un sistema de referencia con origen en el centro de la circun-
ferencia. El angulo 6 crece en el sentido en que se mueve la particula, y vale cero cuando la particula
se encuentra en el punto A. Ademas, p = a.

La magnitud de la fuerza atractiva esta dada en el enunciado, F = k/ r2, donde r es la distancia entre
C y la particula. Del dibujo debemos encontrar, entonces, la direccién de la fuerza atractiva y el valor
de r en funcién de 6 y de los datos.

Para el valor de r usamos el teorema del coseno, notando que el dngulo
correspondiente es 7T — 0:

1?2 = a? + a® — 2a% cos( — 0) = 2a*(1 + cosh)
La proyeccién de la fuerza F en el sistema polar elegido queda:

- k .k A
F= 3 cos(6/2)p + r—zsen(9/2)9

Fig. 5.3.5
El desarrollo que estamos haciendo tiene sentido si queremos calcular el trabajo entre el punto

Ay el B por la definicién de trabajo (W§ = [7 j F - d7). Debe notarse que la fuerza en cuestion es
conservativa, pues es una fuerza central (con centro de atraccién en C) y depende explicitamente
s6lo de la coordenada r, por lo tanto si se busca la funcién potencial correspondiente, el trabajo de F
entre A y B se obtiene con la formula Wy, = AK, pues como E = ¢'¢, AK = —AU. El trabajo pedido
ES el trabajo total porque la fuerza normal no trabaja (N_Ld7).

Para calcular la integral de trabajo, noten que el radio es siempre constante. Por eso, dp = 0. Luego,
al diferenciar 7 = pp, se obtiene d7 = a6d0. Ast:

o a _ aksen(6/2)
FdF = =5 sen(0/2)d6 = 242(1 + cos )

Sélo falta notar que:

cosf =2cos?(6/2) =1 = 1+4cosf =2cos*(0/2)

Yy que

2cos?(0/2) de

> Mgl sl

AT g cos(0/2) |,

N 1C)

g wﬁ=%[ﬁ-1}
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prob.

(a) La geometria del problema nos permite elegir coordenadas esféricas para la descripcion del
movimiento. Las fuerzas actuando sobre la particula son como lo muestra la figura.

N = —Nb
T = —T¢
mg = —mgcos6f +mgsend

Por otra parte, la aceleracién en coordenadas esféricas
esd = (¥ — r6? — r¢* sen? )7

I .. A0 ~ 1 d (0 2 o\ &
Fig. 5.3.9 +(r0 + 270 — r¢=sen 6 cos 0)0 + 4 (r2psen? ).

rsen6

Con respecto a las coordenadas, del enunciado tenemos directamente que
t=u, P=0y[=n/3] = d=d=0

De esa forma la ecuacién de movimiento, separada en ecuaciones escalares, queda:

) T =m(ro — vot) 23 M8

4 2
6) N= \fmg + m(ro — vot)§?

aodan oo
%) E(rtpsen 6) =0

~

4

De la ecuacién ¢) obtenemos que, como el término dentro de la derivada debe ser constante,
entonces en particular se puede evaluar en t = 0:

2

, , r2w
fo — Uot)?p = rPw, = = 0
( 0 4 ) (P oo (P (7,0 —Z)ot)z
Por lo tanto, si escogemos que ¢(t =0) =0,
12w, 1 Folo

¢(t)

Vo (*o — Vot) Vo

3
(b) Si evaluamos la ecuacién 7) para t = 0, obtenemos que: T(0) = Emrowcz, - % Luego, si
se desea que en el instante inicial el hilo esté tenso, debe imponerse que T(0) > 0, lo que
entrega la condicion:

5 2
Yo, > gg .
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(c) A grandes rasgos, siempre hay dos formas de calcular el trabajo que realiza una fuerza: (i) por
definicién <Wp = [F- d?), y (ii) a través de los teoremas [Wio = K¢ — Kj, Wy = Ef — Ej].
En ocasiones sera ttil deducir también lo siguiente a partir de los teoremas:

Wtotul = Wc + Wnc = Wc = Wtotul - Wnc = Kf - Ki - (Ef - Ei)

:>Wczul_uf,

donde W, es el trabajo de todas las fuerzas conservativas y U es la suma de los potenciales
asociados a cada fuerza conservativa.

Forma (i): Para calcular el trabajo por definicién, debemos primero conocer d47. Para esto, nota-
mos que, en coordenadas esféricas:

ar  dr, de . d¢g N
i Er—krﬁe%—rasenezp

Esto lo sefialo como ayuda intuitiva para entender que:
d7 = dr? + rd68 + rd¢ sen 6
Ahora, como 0 = 71/3 se mantiene constante, d6 = 0. Asi,

d7 = drf + rd¢ sen 6.

Vg Wy
2

Por otro lado, debemos recordar, de la parte (a), que r = 1, — Vot, y ¢ = L

Entonces, de la ecuacién (7), la tensién es:

mrr‘ngg _mg mrﬁw%% mg
42 34 2

9
A Wr = Zmriw? —

Notar que si se cumple la condicién de la parte (b), este trabajo es positivo, como
tiene que ser.

Forma (ii): En este problema, tenemos 3 fuerzas actuando sobre la particula. Entonces,
Wiotal = ng + Wr + Wy.

Pero N1dF = Wy =0.
Asf, calcularemos Wy = Wiypq — Wig, con Wigte = Kf — Kj y Wi = U; — Uy, donde
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SOLUCIONES

3. TRABAJO Y ENERGIA

U es la energfa potencial gravitacional.

Dado que § = —gk, salvo una constante aditiva, U(z) = mgz, con z = 0 en el
vértice del cono. Recordando la relacion entre coordenadas esféricas y cartesianas,
z =rcost, parar; =1,y ry =1,/2, tendremos z; = 1,/2'y zy = r,/4 respectivamen-
te. Entonces,

mgr,
4

Wing = U(z;) — U(zf) = mg(ro/2—10/4) = Wyg =

Ahora, para el trabajo total necesitamos la energia cinética, y para ello la velocidad.

LA . . rw, .
U =17+ 100 +rpsenbp = —o,7 + Tsen@cp

1 1 3
K; = Emv% = Em(v% + rgwgz)

1 1
Ky = Emvj% = Em(vg +3r2w?)
S Wit = omr?
total — Smrowo

y por lo tanto,

Wr = %mr%wg _ 8o |

(d) Al responder de ambas formas la parte (c) hemos respondido parte de la (d).
Ya escribimos la velocidad para un r cualquiera, por lo que s6lo basta reemplazar r = 7, — v,t,
para obtener que:

4,2
3  ryw} >

1
K(t) == 24
() Zm <vo+4(1’0—00t)2

También obtuvimos ya la diferencia de energia cinética, que corresponde al trabajo total:

Ky —K;= %mr%wg .

Con todo lo dicho, incluso sin hacer cédlculos el alumno debe ser capaz de reconocer que, en
virtud de que Wy = 0, Ky — K; — Wy corresponde al trabajo del peso Wig.
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CAPITULO

4

EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

4.1 Problemas

Resp.

Un resorte de constante eldstica k y largo natural b tiene una particula de masa m en un extremo,
mientras que el otro extremo est4 fijo a una pared en un punto Q. Una barra ideal (masa despreciable)
de largo +/2b estd sujeta en un extremo a una rétula, a distancia v/2b bajo Q como lo indica la figura.
En el otro extremo la barra estd fija a la particula de masa m.

(@) ¢Cudnto debe valer m para que ¢ = 71/2 se un punto de equilibrio estable del sistema?

(b) Obtenga la frecuencia angular de pequefias oscilaciones en torno a ese punto de equilibrio.

Q
k/ lO A
k, b
L D
g
V2b 0 . 1
D
2
¢ V/2b
¢ A 4
Fig. P4.1
Fig. P4.2

Resp.

Se tiene una barra sin masa que puede rotar libremente en torno a su punto medio, fijo en O. En
los extremos de la barra hay dos masas m, las cuales a su vez estdn unidas a resortes idénticos de
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PROBLEMAS 4. EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

constante eldstica k y largo natural /,. Considere que D = 4l, y L = 2I,. El movimiento ocurre en
ausencia de gravedad.

(a) Determine los puntos de equilibrio del sistema y su estabilidad.

(b) Si el sistema es soltado desde una configuracién cercana al tnico equilibrio estable, calcule
la frecuencia de pequefias oscilaciones.

(c) Considere, por ultimo, que el sistema es sumergido en un medio viscoso de manera tal
que la masa inferior experimenta una fuerza del tipo F = —9%, con ¢y < /mk, mientras
que la superior se sigue moviendo libremente. Determine el movimiento (para pequefias
perturbaciones) que sigue el sistema en tal caso.

Indicacién: Escriba la energia en aproximaciéon de pequefias oscilaciones y obtenga la ecuacién de
movimiento:
AE _ pre 5
dt

Resp.

Considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de una barra horizontal. El anillo esta
atado a un resorte (L,, k) cuyo otro extremo estd fijo, a una distancia D de la barra. Determine puntos
de equilibrio y periodo de pequefias oscilaciones.

Fig. P4.3 Fig. P4.4

Resp.

Por un alambre semicircunferencial de radio R desliza el extremo de una barra ideal de masa nula
que puede girar libremente en torno a un eje fijo en el centro de curvatura O del alambre. Los
extremos de la barra poseen masas m y 2m, como se muestra, y a esta dltima estdn unidos los
V2mg
TR2

extremos de dos resortes iguales de largo natural /[, = R y constante eldstica k = (2R —d), con

2R > d, que van a lo largo del alambre.
(a) Encontrar los puntos de equilibrio y analizar estabilidad.
(b) Demostrar que en este caso, la frecuencia de peq. osc. en torno al punto de equilibrio estable

2 1] 2R—d
a2 - | = 7
e W= \fz[ﬂ 2] 2RZ+ 28
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PROBLEMAS 4. EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

Resp.

Un hilo de largo L que esta sujeto a un punto A pasa por una masa libre m (puede deslizar por el
hilo sin roce), pasa por una polea fija B y luego termina vertical, teniendo en su otro extremo otra
particula de masa m. La parte vertical del hilo tiene un largo y variable, como sugiere la figura. La
masa libre se mantiene siempre equidistante de los puntos A y B pero puede subir o bajar, de modo
que los tres puntos siempre forman un tridngulo isésceles. La distancia entre A y B es D.

(a) Obtenga una relaciéon entre la posiciéon vertical y de la masa de la izquierda y la posicién
vertical x de la masa central para luego obtener la energia potencial asociada a este sistema.
Obtenga valor(es) de x para posicién(es) de equilibrio. Describa su estabilidad.

(b) Escriba la energia cinética K del sistema en funcién de x y de x.

(c) Obtenga la expresion aproximada para K en torno a la(s) posicién(es) de equilibrio y obtenga
la(s) frecuencia(s) de pequefias oscilaciones.

| | -
| ©ov
B D A < 5
E m
y x ‘g“ A
m
O
m . .
Fig. P4.5 Fig. P4.6

4.1.1. Oscilaciones amortiguadas

Resp.

Una esfera de masa m tiene un agujero que le permite deslizar sin roce a lo largo de una barra rigida
dispuesta horizontalmente que rota con velocidad angular w, constante. La esfera estd unida al eje
de rotacién mediante un resorte (k, I,).

Por alguna razoén, se ejerce sobre la esfera una fuerza de roce viscoso, de la forma E, = —cpp.

La esfera se libera en reposo relativo a la barra con el resorte no deformado.

Determine p(t) para todos los valores posibles de c¢. Suponga que % > w2

4.1.2. Oscilaciones acopladas

Resp.

Dos particulas de igual masa m estdn unidas por un resorte de constante eldstica k. Una de las
particulas estd unida al techo por otro resorte idéntico, también de constante eldstica k, y la otra
particula cuelga libremente. Considere movimiento vertical solamente.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento para este sistema.

(b) Calcule las frecuencias propias del sistema.
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PROBLEMAS 4. EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

(c) Determine los modos normales del sistema y describalos cualitativamente.

Fig. P4.7

Resp.

Dos masas iguales que deslizan sin roce por un riel circunferencial de radio R, se encuentran acopla-
das por dos resortes iguales, de constante eldstica k y largo natural /,. Suponga que el plano definido
por el circulo es perpendicular a la gravedad, de modo que ésta no afecta la dindmica de las masas.

(a) Determine la configuracién de equilibrio.
(b) Calcule las frecuencias propias de oscilacion.

(c) Determine los modos propios de oscilacion. ;A qué tipo de movimiento corresponde cada
uno?

Resp.

Una cuerda de largo 3a y de masa despreciable tiene adosadas dos masas iguales m, una en la posi-
cién a y la otra en 2a a partir de la pared (ver figura). No hay gravedad.

Suponga que la componente horizontal de la tensién de la cuerda, T, es constante, y que sélo hay
desplazamientos transversales, es decir, s6lo hay movimiento en el eje vertical del dibujo, y las posi-
ciones horizontales permanecen constantes.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento aproximadas para las dos masas.
(b) Calcule las frecuencias propias de oscilacién.

(c) Determine los modos normales y describalos cualitativamente.
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m
g
/ k/ ZO
"
"
"
/ i
“
/
Fig. P4.9 Fig. P4.10

4.1.3. Oscilaciones forzadas

ol

Considere un bloque de masa m que estd apoyado sobre un resorte de constante k y largo natural
l,, bajo la accién de la gravedad. El punto B de donde se sostiene el resorte se encuentra en t = 0 al
nivel de la mesa.

(@) Encuentre la altura de equilibrio de la masa.

(b) En t = 0, cuando la masa estd quieta y en la posicion de equilibrio, el punto B comienza
a oscilar verticalmente. El movimiento de B puede ser descrito como 7p(t) = A, sin(wt)j.
Encuentre la ecuacién que describe el movimiento de la masa.

(c) Resuelva la ecuacién de movimiento para las condiciones iniciales dadas.

(d) Manteniendo la amplitud A, fija, considere que la frecuencia w es menor que la frecuencia
de resonancia. ;Cudl es la frecuencia méxima para que la masa nunca choque con la mesa?

Resp.

Un carro de largo 2. y masa M puede deslizar sin roce por un riel de largo L. El carro tiene fijo,
a cada lado, uno de los extremos de un resorte ideal (masa nula), de constante eldstica k y largo
natural /,. El extremo libre de cada resorte se fija a dos paredes ubicadas en los extremos del riel. Se
tiene, asi, un sistema resorte-carro-resorte.

Sobre el carro se monta un motor, capaz de hacer girar con velocidad angular () un brazo de masa
despreciable y largo R en cuyo extremo hay una masa m (ver figura). En la practica, () puede ser
controlada conectando el motor a una fuente de voltaje variable, pero para sus calculos considere
que ) es constante. Puede suponer que inicialmente el brazo-masa se encuentra horizontal y hacia
la derecha.

(@) Encuentre la posiciéon del centro de masa del sistema, en funcién de la coordenada x del
centro del carro, medida desde la pared izquierda del riel. Escriba la 2° ley de Newton para
el centro de masa.

(b) Resuelva la E.D.O. resultante para x(), usando como condiciones iniciales que ¥(0) =0y
que el sistema parte en el punto de equilibrio x(0) = L/2.
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(c) Tome el limite de x(t) cuando ) tiende a la frecuencia de resonancia w,, que usted debe
identificar. Puede serle til la Regla de L'Hopital.

Fig. P4.11
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4.2 Soluciones

‘5 Resp.

(a) La relacion para x e y viene del hecho suponer que el hilo es ideal (inextensible y sin masa).
Asfi, a partir de la geometria, observamos que x, y y el largo total del hilo, L, cumplen la

relacion:
| |
D J 2
W L=y+2y Piw
4
y X g 5 >
m = |y =L—vD*+4x%|
Om
Fig. 5.4.5

Con la relacién anterior, podemos escribir el potencial gravitacional de ambas masas s6lo en
funcién de x:
U(x) = —mgx — mgy

= |U(x) = —mg(x+L—+/D?>+4x2) |

d
Las posiciones de equilibrio se buscan haciendo d—g(xeq) =0,

au dmgx,,
——(xgg) = —mg+ ——==0
dx *1
\/D? +4x3,
D
= Xy ==

Es claro que x,y = no es una solucién fisica factible, pues en esa posicion la cuerda no

_ 2\[
puede estar tensa. Asi:

Para la estabilidad evaluamos x.; en ‘fix%[:
d*u _ 4mgD? d*u _3\/3mg
axz (Fer) = (D2 + 432 @ G = —5p

U

Como o

(xeq) > 0, entonces x,; es una posicién de equilibrio estable.
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SOLUCIONES 4. EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

(b) La energia cinética es la suma de las energfas cinéticas de cada masa:

1 1
K= mez + Emy'z

Para encontrar y en funcién de x y x volvemos a la relacién encontrada en la parte (a).
Derivando esa relacién ¢/r al tiempo obtenemos:

S 4xx o 2 16x2 2
TVt T Y T \Dar

L g b (D220
20\ D2 +4x? '

(c) Este es un problema atipico en que la energia cinética no depende tinicamente de la derivada

temporal de la coordenada (x en este caso), sino también de la coordenada misma (x en este
€aso).
Cuando se tiene un sistema con un grado de libertad (es decir, descriptible por una sola
coordenada, digamos ¢) y la energia mecanica total queda escrita como: E = Ja¢?* + U(¢).
En particular, la energfa cinética queda K = Ja¢?, con & =constante. En tal caso, la frecuencia
de pequefias oscilaciones en torno a un punto de equilibrio estable, ¢.;, se escribe como:

, (@)
wp.o. =
o
Este es un caso en que a no es una constante, pues depende de la coordenada x. En esta solu-
cion se propone como aceptable usar como aproximacion a(x) = a(x,), para luego aplicar
la férmula anterior. Sin embargo, se deja constancia de que existe un método mejor para
resolver el problema. Quien escribe reconoce no manejar de manera correcta tal método, y
es solo por eso que, en esta version, se mantendra lo propuesto mas arriba. La aproximacién
simple mencionada pide evaluar a(x.) :

D? + 20x?

por lo tanto, usando el valor de ‘%21 (x¢q) encontrado en la parte (a):

3v/3g
2
Who. = 4D |
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prob.

(a) Comenzamos definiendo las coordenadas x; y x que representan la posicién vertical, a
partir del techo, de las masas 1 y 2, respectivamente. Entonces, si se define 7 segtin el sentido
en que apunta la gravedad, la ecuaciéon de movimiento segtin 7 queda, para cada masa:

A

=

8 X1

1 X masa 1: mi =mg—k(x; —1,) +k(x2 — x1 —lo)

masa 2: miy; =mg—k(xa—x1 —lo)

2
Fig. 5.4.7

(b) Notemos que, con un poco maés de trabajo, las ecuaciones anteriores quedan como sigue:

k kl
(x2—2x1)+g, Xy = —k(xz—x1)+g—l-ﬁo

B=—
m

Asi, estas ecuaciones acopladas se pueden escribir en la forma matricial:

()=l AT (e )

X1

Este sistema lineal, luego de definir X = < N ), lo expresamos de la forma:
2

X =MX+C,

y asi podemos remarcar lo siguiente: toda la informacion de este sistema relacionada con
los modos y frecuencias propias de oscilacion estd contenida en la matriz M, siendo, en este
aspecto, totalmente irrelevante el vector constante C = ( f kl, A

g -
Buscar frecuencias propias de oscilacion significa buscar soluciones en que todas las coorde-
nadas del sistema oscilan con la misma frecuencia (x; y x en este caso), lo que se expresa
como X = ¢“!X,. Entonces se prueba esta solucién en la ecuacién homogénea:

m

X = (iw)zei“’t}?o = —w?*X, = MX,

IGracias a que las ecuaciones para las masas son L.i. (no son redundantes), entonces las filas de la matriz M son L.i.,
y por lo tanto M es invertible. Entonces es claro que una solucién particular del sistema inhomogéneo X = MX + C es
la solucién constante X, = —M™1C. De esta forma, la solucion general para este sistema serd la soluciéon de la ecuacién

homogénea, X}, mas una solucién particular constante. Es por eso que, en términos de las oscilaciones cuyas frecuencias
propias y modos normales buscamos, s6lo nos interesa la ecuacién homogénea.
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Esta es la ecuacion de valores y vectores propios de la matriz M, donde 7 = X, es un vector
propio asociado al valor propio A = —w?.?

Se busca entonces los valores de A tales que det(M — AI) = 0:
2k k k.,
< (E+/\)(%+A)_(%) =0
& A2+3—k2\+(£)2:0
m m
o A 3EVK
2 m
, 3+V5k , 3—-V5k
- wl — > — wz — > _

(c) Para obtener los modos normales de oscilacién, buscamos los vectores propios @; asociados a
los valores propios A; = —wiz, a través de la ecuacién (M — A;I)7; = 0. Realizando el dlgebra
correspondiente, se llega a los siguientes vectores propios (no normalizados):

. 1 . 1
01 = 1—/5 Uy = 145 .
2 2

—  1-/5 . . P
Notar que la segunda componente de 7;, —*2, es negativa, y la primera es positiva, por
lo tanto, para la frecuencia propia ws, el sistema oscila en contrafase, es decir, mientras una
masa sube, la otra baja o viceversa. Para 7, ambas componentes tienen igual signo, lo que
significa que si el sistema oscila con frecuencia w,, ambas masas suben o ambas bajan.

frob.

(a) Definamos la altura del bloque, medida desde el suelo, como y. Para calcular la altura de
equilibrio se puede hacer “suma de fuerzas igual a cero”, o a través de la energia potencial
total. Por el segundo método,

1
U(y) = mgy + 5k(y —lo)®

mg

au
—( p

Para encontrar el y de equilibrio, ay Yeg) =0 = | Yeg = Lo —

(b) Considerando ahora que la base se mueve de acuerdo a yg = A,sen(wt), la ecuacion de
movimiento para el bloque queda:

myj = —k((y —yp) —1l,) —mg = |mij+ky =k(l, — %) + kA, sen(wt) |.

2En general, la ecuacién de valores y vectores propios se expresa M@ = A%, y por lo tanto, la condicién para encontrar
soluciones no triviales para 7 es que det(M — AI) = 0, pues de esa forma, M — Al es una matriz no invertible y asi se
descarta la solucién @ = 0. En términos de w?, la ecuacién caracteristica estd dada por det(M + w?I) = 0.
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(c) Si definimos wcz, = %, y recordando que ye; = I, — %, la ecuacién anterior la podemos

escribir como:
j+wy(y— Yeq) = wy Ag sen(wt)

La resolucién de esta ecuacion es menos trabajosa si se hace el cambio de variables:
C=VY—Yeq — (=1,
de manera que la ecuacioén queda:
£ 2% _ 2
¢+ ws¢ = wiA,sen(wt)

Sabemos que la solucién general de esta E.D.O. es igual a la solucién de la ecuacién homo-
génea mas una solucién particular.

Ec. homogénea: En+ w2, =0 = &(t) = &sen(wot +9)
Por su parte, la particular se encuentra intentando una solucién de la forma:
Gp(t) = Dsen(wt),

lo que se reemplaza en la ecuacién inhomogénea para conocer el valor de D:

2A
—w?Dsen(wt) + wiDsen(wt) = wiA,sen(wt) = D= ﬁ
27—
2
wsA
H = 0”0 t
Zp(t) R sen(wt)

Con todo, la solucién general de la ecuacién inhomogénea es:
w?A,
E(t) = &u(t) + &p(t) = Cosen(wot +6) + PR sen(wt)
o

Ahora debemos aplicar las condiciones iniciales para conocer ¢, y 6. Hay que ser cuidadosos
pues las C.I. las conocemos para la variable y, por lo tanto es necesario reescribirlas para la
variable ¢:

y(0) =yeq < E0)=0 —5=0
WeWwA,

90 =0 & §0)=0  —&=——"3—7F

S = % (o sen(wt) — w sen(wot)]

Finalmente, y(t) = &(t) + Yeq

[w, sen(wt) — wsen(wot)] + 1, — ng |

WA,
y(t) p

S w?—w?
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(d) La condicién para que el bloque no choque con la mesa es equivalente a preguntarse si puede
ocurrir que y = 0, e imponer una restriccién a partir de eso. En nuestro problema hemos
supuesto implicitamente que la altura de equilibrio estd sobre el suelo (16gico), es decir, que
I, — %8 > 0. Por otra parte, el enunciado nos dice que w < w,, luego w? — w? > 0.

Asi, tenemos que poner atencién en la funcién f(f) = [w, sen(wt) — w sen(wyt)]: el méximo

valor que toma esta funcién es f(t) = w, + w, mientras que el minimo es f(t~) = —(w, +
w). Nos preocupa que f(t) sea muy negativa, pues de ser asi, y(t) podria anularse. El peor
caso es, justamente, que f(t~) = —(w, + w).

Imponemos, entonces, que y(t~) = 0:

WA, mg
_W[WO‘FW]—FO_T—O
N woAo :0_@

Wy — W k

De donde se despeja que el maximo valor, menor que w,, que puede tomar w de manera
que el bloque no choque con el suelo es:

Ao
C(Jmux == (Uo 1 — mg .
0T Tk

De este resultado se observa que si A, > [, — %, no es posible evitar que el bloque choque.
Esto tiene mucho sentido, pues A, es la amplitud con que oscila el punto B.
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CAPITULO

FUERZAS CENTRALES

5.1 Problemas

Resp.

Considere una particula de masa m que se mueve en un campo de fuerza de atraccién central

=

F = —c#, donde c es una constante positiva (note que la magnitud de la fuerza es constante).
(a) Demuestre que la particula no puede escapar de este campo de atraccién.

(b) Si se verifica que la particula se encuentra en una 6rbita circular de radio r = r,, determine el
periodo de pequenas oscilaciones que experimenta la distancia entre la particula y el centro
de atracciéon cuando la particula sufre una pequefia perturbacion radial.

(c) Suponga que la particula se encuentra en la 6rbita circunferencial de la parte (b) y, como
resultado de un impulso radial, en direccién opuesta al centro de atraccién, la particula
queda en una orbita tal que su distancia maxima al centro de atraccion es 2r,. Determine
cuanto aumenta la energia mecdnica total de la particula como resultado de este impulso.

Resp.

Desde la tierra se desea lanzar un satélite en 6rbita parabdlica y para ello se procede como sigue.
Primero se coloca en una 6rbita circunferencial de radio R. En un punto B de esta 6rbita se dispara
sus cohetes tangencialmente y queda en una O6rbita eliptica cuyo radio minimo es R. Al alcanzar
su radio maximo (punto A), se dispara nuevamente en forma tangencial sus cohetes, alcanzando la
rapidez que obtuvo en B y queda en Orbita parabdlica. Se pide determinar:

(a) Determine su rapidez, V, y el dngulo a entre su vector velocidad y su vector posicion en el
momento en que este tltimo es perpendicular al vector de radio minimo de la elipse.

(b) Sien el instante descrito en a) el satélite duplica en forma instantdnea su rapidez, determine
el tipo de 6rbita resultante, su excentricidad y su radio minimo.

(c) Velocidades en A y B en el caso de la 6rbita eliptica.

Puede considerar como datos: G, la masa M de la tierra y el radio R.
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7/9

Fig. P.5.2 Fig. P.5.3

Tierra

Resp.

Por un plano horizontal desliza sin roce una particula de masa m unida a un hilo. Este pasa por
un agujero y termina unido a un resorte de constante eldstica k verticalmente debajo del agujero.
Cuando el resorte estd en su largo natural, la particula esta justo en el agujero. En lo que sigue se
pide estudiar la dindmica de la particula cuando es soltada a una distancia p, del agujero y con una
velocidad perpendicular al hilo, de magnitud v,.

(a) Determine la ecuacién de movimiento.
(b) Encuentre la relaciéon entre p, y v, para que la 6rbita sea circunferencial.
(c) Obtenga la frecuencia de pequefias oscilaciones en torno a esta 6rbita circunferencial.

(d) Determine si en aproximacién de pequefias oscilaciones la érbita es cerrada.

Resp.

Una particula de masa m estd sometida a la fuerza central que proviene de la energia potencial:

r
U(r) = a*In —
L)
(a) Determine el radio r. de la érbita circunferencial caracterizada por una velocidad angular
w, conocida y no nula. Determine también el momento angular /, asociado a ella.

(b) Determine la frecuencia wy,,. de las pequeas oscilaciones del valor de r(t) entornoar = r,
cuando la érbita es levemente no circunferencial pero tiene el mismo valor /, del momento
angular. ;Cuanto vale w,/wy,.?;Se trata de una orbita cerrada?

Resp.

(Nota: Si bien la fuerza total en este problema no es una fuerza central, conviene resolverlo haciendo uso de los
mismos conceptos de potencial efectivo y energia que los usados en los problemas de fuerzas centrales.)

Una particula de masa m desliza sin roce por el interior de un embudo de eje vertical, cuya superficie
se puede representar con la expresién z(p) = —L?/p, donde L es una constante conocida y p es la
coordenada radial cilindrica. Si en la condicién inicial la particula estd a distancia L del eje del
embudo (ver figura), y tiene una velocidad tangente a la superficie, horizontal de magnitud v,, se
pide:
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(a) Determinar el valor de v, tal que la particula se mantenga rotando siempre a la misma altura.

(b) Si v, tiene un valor igual a la mitad del encontrado en (a) determine la altura minima a la
que llega la particula en su movimiento.

oQy
0
ou)

Fig. P5.5 Fig. P5.6

Resp.

Una nave de masa m se aproxima a Marte (de masa M) en una 6rbita AB parabdlica. Cuando la
nave alcanza el punto B de minima distancia a Marte, frena usando sus cohetes y pasa a una 6rbita
eliptica tan bien calculada que ‘amartiza’ en un punto C, opuesto a B, en forma tangencial. Los datos
son m, M, rg y el radio Rjs de Marte. Obtenga:

(a) La velocidad de la nave en B justo antes de frenar.
(b) La energia cuando la nave estd en su Orbita eliptica.

(c) La velocidad con que llega a C.

Resp.

Considere una particula de masa m que se mueve en 6rbita circular de radio p, alrededor de un
punto desde el cual se ejerce una fuerza de atracciéon de magnitud:

flo) =k/p’

(@) Si en un cierto instante se le da un impulso radial a la particula de modo que adquiere
instantdneamente una velocidad radial p = v, determine a qué valor tiende la rapidez de la
particula cuando el tiempo tiende a infinito.

(b) Si a partir de la situacién descrita inicialmente (la particula se mueve en 6rbita circular) se
acelera instantdneamente la particula en su direccién de movimiento, de modo de duplicar
la rapidez que tenia en 6rbita circular, dibuje un diagrama esquemaético del potencial efectivo
resultante después del impulso y calcule a qué valor tiende la rapidez de la particula en la
medida que se aleja del origen (en otras palabras, cuando p tiende a infinito).
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Resp.

Considere el movimiento de una particula de masa m bajo la accién de una fuerza central del tipo:
F=—a" >0
El valor del momentum angular ¢ = mr2¢ es conocido.
(a) Obtenga el potencial efectivo asociado a esta fuerza y grafiquelo para el caso n > 0.

(b) Calcule el radio de la 6rbita circular y determine el periodo de pequenas oscilaciones en
torno a esa orbita.

(c) Determine para qué valores de n se obtienen 6rbitas cerradas, es decir, el cociente entre el
periodo de la 6rbita circular y el periodo de pequefias oscilaciones en torno a esa 6rbita
circular debe ser un ntiimero racional. Grafique una de estas orbitas.

Resp.

Una masa puntual m, que yace sobre un plano, estd conectada a un punto fijo en el plano O a través
de un resorte de constante eldstica k y largo natural nulo.

(a) Usando coordenadas polares en el plano, encuentre las ecuaciones de movimiento.
(b) Encuentre el potencial efectivo y grafiquelo.

(c) Obtenga los puntos de equilibrio del potencial efectivo y estudie las pequefias oscilaciones
en torno a esos puntos, dando las frecuencias propias de oscilaciéon. Dibuje la érbita que hace
la particula en el plano.

Fig. P5.9
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5.2

Soluciones

Prob.
Resp.

(a) La fuerza central atractiva del problema tiene un potencial asociado que debiera ser facil

adivinar: 5
(ac:)ff =—V(r) = U(r)=cr

Ya con esto, hay dos cosas muy fttiles que podemos afirmar:

F=—ct=-—

» La fuerza total F es conservativa -pues proviene de un potencial- y, por lo tanto, la
energia mecénica total E se conserva.

» La fuerza total F es central -no hace torque- y, por lo tanto, el momentum angular
{ = m7¥ x 7 = mr’pk es constante'.

Con las anteriores dos caracteristicas de este sistema, se busca el potencial efectivo, que se
define a partir de la ecuacion de la energia mecédnica E = K+ U(r). En coordenadas polares:
1 1 .
K = —mv* = —m(i* + r*¢?)
2 2
Sin embargo, como la fuerza es central, ¢ = cte = mr?¢, por lo que, despejando ¢ y reempla-

zando en K, se obtiene:

1 /2
E = -mi?
2mr + 2mr?

Hay que notar que este procedimiento, valido para cualquier fuerza central con un potencial
U(r) asociado, permite transformar un problema bidimensional (7, ¢) en uno unidimen-
sional” (sélo 7).

Se define entonces, el potencial efectivo U,¢(r) = % + U(r). El primer término es conocido
como “barrera centrifuga”. Referidas a este nuevo potencial, existen 3 propiedades impor-
tantes que destacar:

+ U(r)

(i) Los minimos o maximos de U,¢(rc), corresponden a puntos de equilibrio para la
coordenada r: si se deja orbitando un cuerpo en r = r,, con # = 0, entonces perma-
necera en ese estado, describiendo una 6érbita circunferencial de radio ..

(ii) Sise hace una pequeiia perturbacion radial de la érbita circunferencial de un cuerpo,

éste oscilard radialmente en torno a r = . siempre y cuando ;TZte £(rc) > 0 (estable

en r.). En ese caso, la frecuencia angular de pequefas oscilaciones radiales se calcula
dZ
5 a2 U, f (”c)
como w;, =&~~~
p.o. m

1Por definicién, si una fuerza es central, se escribe como F = F (r? = T =7xF =rfxFf=0.Por lo tanto,

il _ =
E_T

= 0. Asi, ¢ es constante, lo que significa que el movimiento estd siempre contenido en un plano. De ahi que se

escogen las coordenadas polares r y ¢ para la descripcién del movimiento.
2Se dice que el problema queda unidimensional porque la ecuacién resultante es una ecuacién para r y 7, es decir, s6lo
aparece la funcién r(t) y ya no aparece ¢(t).
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(iii) (Lea con atencidén y paciencia, y aytdese del grafico que sigue) Si de la ecuacién de
la energia mecanica se despeja i, se obtiene * = % [E — U,f(r)]. Aqui se vé que
siempre debe cumplirse E > U,¢(r); de otra manera se tendria i < 0.

Los puntos para los cuales E = U.(r*) (que no siempre existen!!) son llamados
puntos de retorno, pues hacen que i cambie de signo (pasando por cero cuando
r=r").

Si para una 6rbita particular (E, ¢, m y U(r)) existen dos puntos de retorno, r* y 7,
entonces se dird que la orbita es ligada, y el cuerpo orbitante siempre se mantendra
conr € [r*,r*]. Orbitas que no poseen dos puntos de retorno son llamadas, por mas
obvio que sea, Orbitas no ligadas.

Volviendo de este pequefio resumen a nuestro problema, tenemos el potencial efectivo
Ues(r) = % + cr. Se grafica U,¢(r), para concluir:

E:ugf(}’*)

7=0
Ve

A partir del grafico vemos que, en este proble-
ma, para cualquier valor de E, siempre exis-
tiran dos puntos de retorno r* y r%. Por lo
tanto, las 6rbitas son ligadas, o lo que es lo

H s . .
3\ e mismo, la particula no puede escapar de este
" / U(r) = cr campo de atraccion.
LN 3
AN £
. S / 2mr?
- T
rt r 7
Fig.S.5.1
(b) La orbita circunferencial es de radio r, si
dau, 2
d:f (ro) = 3 +c=0 = Z=cmr

0

2
Asi, reemplazamos ¢* en %Uef(ro) para obtener:

d? 302 3¢
“u _ 2t ot
dr? ef (7o) mr: 1,
3c
2
= | Wy = mr,

(c) Queremos calcular el aumento de energia mecanica total. Para ello, primero calculemos la
energia inicial de la 6rbita circunferencial (7 = 0):
52

cro 3
i= 55ty =—+cr, = E =1,
2mrs 2

2
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Para conocer el valor de la energia final, lo inico que hace falta es notar que el impulso es
radial, y esto quiere decir que el momentum angular / no cambia después del impulso (para
mayor claridad, recuerde que un impulso es una fuerza aplicada por un At, y si esa fuerza
acttia radialmente, entonces no realiza torque!!).

Finalmente, evaluamos nuestra energifa final en el momento de méximo radio 2r,, es decir,
cuando 7 = 0:

72 cry 17
Ef - W —‘FZCT’O == ? —|—2C7’0 - §C1’0
Por lo tanto, el aumento de energia total es
17 3
Ef - EZ - §C7‘0 ECT’O
5
Ef—E; = gcro

R

(a)

(b)

La trayectoria inicial AB es parabdlica, por lo tanto, e2=1,0,lo que es lo mismo, E = 0.
Por otra parte, la energia mecanica total es

E_ lmvz— GMm _
2 r

Asi, la velocidad en B se despeja evaluando r = rp, lo que da:

0

2GM

o} =
B

Para continuar, hay que tener claro que:

» La energia total cambia pues, de un momento a otro - es decir, para un mismo radio
r -, la rapidez cambia.

» Como el frenado es un impulso tangencial, el momentum angular cambia; no se
puede calcular usando vp de la parte (a).

Para la orbita eliptica resultante, es decir, entre B y C, la energia y el momentum angular se
mantendrdn constantes.

Recordemos que, gracias a que la fuerza total es central, podemos escribir la energia meca-
nica total nueva como:

"2 2mr? r
Acé es imprescindible notar que en los puntos B y C, # = 0. Asi, tenemos la siguiente
igualdad:
2 GMm 2 GMm

E = — = — ,
2mr3 B 2mR3, Ry

donde se ha usado que rc = Ry. A partir de la igualdad anterior, es facil despejar ¢2, lo que
entrega:
Rmrs

2= 2 2GMm?
Rm + 78
2 : 2 P L2 GMm _ _ ; .
Reemplazando ¢~ en la expresion E' = o — oy s, CONT=TtpoOr= R, se obtiene que:
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GMm

=
Rpm+71B

(c) La velocidad en C se puede obtener directamente de la ecuacién E' = %mvzc — %\47"1 Sin

embargo, existe otra manera, que muestro acd como complemento:
En los puntos en que la velocidad es perpendicular al vector posicién (B y C en particular),
o equivalentemente, en los puntos en que 7 = 0, se cumple que ¢ = mrv. Ast:

R
% = m2R3,02 = ﬁszWﬂ
|°¢ Rum (RM + 1’3)
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CAPITULO

6

MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

6.1 Problemas

Resp.

Una plataforma de ancho 2L, rota en el plano de la figura con velocidad angular constante w alrede-
dor de un punto O, mediante un brazo de largo R, de modo que el piso de la plataforma se mantiene
siempre horizontal. Al centro de la plataforma se deposita un bloque de masa m -que tiene roce nulo
con la plataforma- en un momento en que el brazo de largo R estd en posiciéon horizontal.

Suponga R suficientemente pequefio como para que el bloque no choque contra los extremos de la
plataforma.

(a) Encuentre el desplazamiento méximo que experimenta el bloque sobre la plataforma (dis-
tancia maxima al centro de la plataforma).

(b) Determine cudl es el valor maximo de la velocidad angular w para que el bloque no se
despegue de la plataforma.

)
oQy
oQy

Resp.
P.6.2 Sol.
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Considere un péndulo simple de largo L y masa m que cuelga de un anillo que se puede mover
libremente a lo largo de una barra horizontal. Estando el péndulo en reposo, se impulsa el anillo con
una aceleracién a, constante a lo largo de la barra. Determine:

(a) Méaxima desviacién del péndulo con respecto a la vertical.

(b) Tensiéon maxima que experimenta la cuerda y el dngulo con respecto a la vertical donde ésta
se alcanza.

Resp.

Considere el sistema Sol-Tierra, con la masa del Sol mucho mayor a la de la Tierra, M >> m, ambos
sujetos iinicamente a la fuerza de gravitacion mutua. Defina un sistema de referencia inercial S con
origen en el centro del Sol, de vectores unitarios (i, ], k). Defina también un sistema de referencia no
inercial S', con el mismo origen pero con vectores unitarios (7', j/, k') (por simplicidad los vectores k
y k' no estan indicados en la figura). El sistema de referencia S’ es tal que su e]e x! estd fijo a la Tierra
y por lo tanto rota con respecto a los ejes coordenados del sistema S segtn @ = ¢(t)k.

Demuestre que usando la ecuacion de movimiento en el sistema de referencia no inercial S’, se
pueden deducir las ecuaciones diferenciales del problema de gravitacién del sistema Sol-Tierra, esto
es:

d .
%(”"243) =0

my = — + —

=

Tierra

\N)
I

Fig. P.6.3 Fig. P.6.4

Resp.

Un anillo de masa m se encuentra inserto en un aro circular vertical de radio R. El aro se encuentra
soldado a una barra horizontal OP de largo R que lo hace girar con velocidad angular constante (),
respecto a un eje vertical que pasa por O. Un resorte ideal de constante elastica k y largo natural nulo
liga, a través del aro, al anillo con el punto P. Se pide:

(a) Determinar la magnitud de la velocidad angular (), si el anillo permanece en reposo relativo
al aro cuando se encuentra ubicado en el punto A (el punto mds alto del aro).

(b) Determinar la rapidez relativa al aro minima que el anillo debe tener en el punto A para
que, en su movimiento, alcance a llegar al punto B (punto opuesto a P).

(c) Para la condiciéon de (b), determinar la(s) fuerza(s) que el aro ejerce sobre el anillo en los
puntos Ay B.
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Resp.

Una circunferencia de radio p,, en un plano vertical, gira en torno a un eje fijo con velocidad angular
w. El centro de la circunferencia describe, en su giro, una circunferencia de radio R. El plano de la
circunferencia se mantiene siempre perpendicular al vector R de la figura. Una particula de masa m
puede deslizar sin roce por la circunferencia de radio p,.

El problema es describir la ecuacién de movimiento para esta particula y sus propiedades. Para
hacerlo puede escoger el sistema de referencia S’ que desee.

(a) Defina claramente el sistema S’ escogido y calcule las fuerzas centrifuga, de Coriolis y trans-
versal que acttian sobre la particula.

(b) Obtenga la ecuacién de movimiento completa y de ella obtenga una ecuacién -sin coeficientes
desconocidos- para el dngulo ¢ de la forma:

¢ = f(9) (6.1.1)

(c) Discuta bajo qué condiciones la posicion ¢ = 0 es estable/inestable y, en los casos en que
¢ = 0 sea estable, obtenga la frecuencia de pequefias oscilaciones en torno a ese dngulo.

w
N Wo
> g
(%
-
Fig. P.6.5 Fig. P6.6

Resp.

Un aro de radio R se hace girar con velocidad angular constante w, en un plano horizontal alrededor
de un eje vertical que pasa por un punto del aro. Un anillo de masa m puede deslizar sin roce a lo
largo del aro. Estando el anillo en una posiciéon diametralmente opuesta al eje de rotacién, se le da
una velocidad v, relativa al aro, en la misma direccién de giro.

» Determine el valor minimo de la rapidez v, para que el anillo llegue hasta el eje.

Resp.

Un anillo puntual de masa m puede deslizar sin roce sobre un aro de radio 4 de masa despreciable.
Este aro gira con velocidad angular ¢ = wk en torno a un eje que se encuentra a una distancia d del
eje contenido en el plano del aro que pasa por su centro (estos ejes tienen asociados direcciones k y
k' respectivamente, como se muestra en la figura).

(a) Encuentre la ecuacién que describe el movimiento de la masa como también las ecuaciones
que determinan las reacciones del aro sobre la masa.
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(b) Determine los puntos de equilibrio de la masa con respecto al sistema mévil.

(c) Para aquellos puntos de equilibrio estable, determine la frecuencia de pequefias oscilaciones.

k
—
w
d

e
|
|
|

Fig. P.6.7 Fig. P.6.8

Resp.

Una particula P de masa m se mueve sin roce por el borde exterior de un cilindro de radio R y
eje vertical. El cilindro y la particula estdn sobre una plataforma horizontal que rota con velocidad
angular constante O = Qk (Q > 0) en torno a un punto fijo O ubicado a una distancia 2R del
centro del cilindro (punto O’). Si se designa ¢ al dangulo OO'P, la particula inicia su movimiento en
la posicion ¢ = 0, con una velocidad angular inicial positiva, pero muy pequefia. Se pide:

(a) Encontrar una expresion para la velocidad angular ¢ (para cualquier instante previo a la
separacion).

(b) Determinar una ecuacion para el angulo ¢s en que la particula se separa del cilindro.

Resp.

En un ambiente sin gravedad considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de una
barra. El anillo estd unido a una particula de masa m, a través de una cuerda de largo L, como se
muestra en la figura. En el instante inicial, con la cuerda completamente extendida y la particula
colocada junto a la barra, se imprime una velocidad v, a esta tltima, en direccién perpendicular a la
barra.

(a) Determine la velocidad angular ¢ de la cuerda, en funcién del angulo ¢ que forma con la
barra.

(b) Determine la fuerza que la barra ejerce sobre el anillo cuando el dngulo que forma la cuerda
con la barra es igual a 7.
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@) @)

Wo

Fig. P.6.10

Resp.

Considere una estructura horizontal formada por un tubo de largo 2L, y una barra de largo L, que
gira con velocidad angular constante w, con respecto a un eje vertical, en la forma indicada en la
figura. En el interior del tubo se encuentran dos particulas de masa m cada una, unidas por una
cuerda de largo L, y en equilibrio respecto al tubo. No hay roce.

(a) Determine la tension de la cuerda.

(b) Sien un cierto instante la cuerda se rompe, calcule la velocidad de ambas particulas, relativas
al tubo, en el instante que escapan de él.

(c) Calcule la velocidad absoluta de ambas particulas en ese instante.

ol

En un sitio de latitud a sobre la Tierra, una particula se mueve libremente, sin roce, sobre un plano
horizontal. Las tnicas fuerzas que actian sobre ella en el sistema de referencia Tierra son su peso
(gravedad local, es decir, Jjocr L plano), la fuerza normal y la fuerza de Coriolis. Suponga que el
movimiento ocurre de modo que se pueda despreciar que la latitud cambia. (Latitud es el dngulo
entre el vector posicién y el plano ecuatorial. En este problema « se expresa en radianes.)

(a) Explique qué se entiende por Zjoc v €l papel de la fuerza centrifuga descrita en el sistema
de referencia S’ fijo a la Tierra. Puesto que en unidades MKS Ry = 6-10° y Qr = 7-107>,
determine si la correcciéon a ¢ = 9,8 en el ecuador es aproximadamente: (i) 3 por ciento, (ii)
1 por ciento, (iii) 3 por mil 6 (iv) 1 por mil. Esta correccién ;jes mayor o menor en latitudes
mayores? En las preguntas que siguen, suponga que este efecto es despreciable: que la gravedad
apunta hacia el centro de la tierra y que nuestro planeta es una esfera.

12— ==

(b) Escriba la ecuacién de movimiento de la particula y de ella obtenga cémo varia v v

en el tiempo.

(c) Usando coordenadas cartesianas sobre el plano de movimiento la velocidad se puede escribir
7 = v(t)(7 cos p+] sinB). A partir de la respuesta de (b) debiera saber sobre v(t). Encuentre
una ecuacién para B(t). En particular encuentre una expresién para  donde debe aparecer
al menos ()t y la latitud.
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(d) Si se conoce la rapidez inicial v, = v(0), describa la 6rbita de la particula, en particular su
radio de curvatura en cada punto.

0 plano localmente
/ horizontal

Tierra

Fig P6.11

Resp.

Considere una caja de base rectangular (lados 2/, y 4l,) que rota con velocidad angular constante
), respecto de un eje vertical (la base de la caja estd en posicion horizontal) que pasa por su vértice
A, como muestra la figura. Por el interior de la caja una particula de masa m se mueve con roce
despreciable, atada a un resorte ideal de constante eldstica k y largo natural [,, cuyo otro extremo
estd fijo al vértice B.

(a) Determine la velocidad angular de la caja (), =?) tal que la particula tenga un punto de
equilibrio estable en el punto D, ubicado en el punto medio entre los vértices B y C. En este
caso, determine la frecuencia de las pequefias oscilaciones en torno a D.

(b) Si la particula es liberada desde el reposo (relativo a la caja) en el vértice C, determine a qué
distancia de B ella se separa de la pared BC (considere para (), el valor determinado en (a)).

Fig. P.6.12
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6.2 Soluciones

Notacién
Se usaré la siguiente notacién y nomenclatura para este capitulo:

» S.R.— sistema de referencia.
» S.I.— sistema de referencia inercial.
» S.N.IL.— sistema de referencia no inercial

> Los S.I. son denotados por S (con origen O) mientras que un S.N.I. se denotara por S’ (con
origen O').

» 7,7 yd — vector posicién y sus derivadas temporales en el sistema S'.

» R — vector de posicién de O’ ¢/ra S.

» ) — vector velocidad angular de los ejes cartesianos de S’ ¢/r a los ejes cartesianos de S.
» F — suma de todas las fuerzas inerciales.

Con lo anterior la ecuacién de movimiento para sistemas no inerciales se expresa:

=

mi = F —mR — mO x (ﬁx?’)—Zmﬁxﬁ’—mﬁx?’

Nota. Es muy sano aclarar la diferencia entre sistema de referencia y sistema de coordenadas. Un
sistema de referencia se define a partir de un origen, digamos O, y de sus 3 ejes cartesianos (£, 7, 2).
Un sistema de coordenadas esta siempre asociado a los ejes cartesianos de algtin S.R. Pero un sistema
de coordenadas no es un S.R. Por lo tanto, la pregunta ‘;un sistema de coordenadas es inercial o no?’,
simplemente, carece de sentido.
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prob.

(a) Una buena eleccién de S.R. es definir uno en el centro O de la circunferencia descrita por

(b)

el movimiento (éste es inercial) y otro no inercial con origen en O’, punto medio de la
plataforma, como se muestra en la figura. Asi,

~

-]
i o
T /7 =7, j=7
R = Rp = R(cosbi+ senby)
= R = idp=—R6%
—Rw?(cos 67 + sen 7)

Fig. 5.6.1
Con esta eleccion de S.R:

—

O=0, vy 7=xi=7=3{1=4d =i
Notando ademaés que F = Nj — mgj, la ec. de mov. para S.N.I resulta:

mii = (N —mg)j+ mRw? cos 7 + mRw? sen 0]
= 1) mi = mRw?cosf
i) N = mg— mRw?sin@
La ecuacion 7) se puede integrar dos veces, con las condiciones iniciales X’ =0y x’ = 0 (y
usando también que 0(0) = 0), obteniéndose:

¢/ = Rwsenb

x' = R(1-—cos0)
De lo anterior se desprende que m

Nota. Este resultado tiene tanto de correcto como de obvio. En el S.I,, la velocidad inicial en
el eje x es nula, y no hay fuerzas actuando en el eje x (no hay roce). Entonces la posiciéon x
(en S) es constante, y por lo tanto el desplazamiento total DEBE ser 2R.

Para que la particula no se despegue se debe imponer que N(6) > 0, V6. La situacién mas
restrictiva ocurre cuando sen 6 = 1, luego la condicién resulta:

mg — mRw? > 0 =| w <

109

74



SOLUCIONES 6. MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

prob.

(a) La eleccion de S y S’ se muestra en la figura. Ademads, para una descripcién sana de la
particula en el sistema S’, definimos coordenadas polares en S’, tal como se muestra. Con
estas definiciones (7,7) = (—#, —f') y ademas:

O = 0, R=ay
7 o= Lp, ¥ =160, @ =—L6%+L6H0
F = —Tp—mgj

Dado que necesitamos dejar todo expresado
en un solo sistema de coordenadas, debemos

expresar 1(p,0) y 7(p, 8):

—senfp — cos 00

— cos 0p + sen 69

> =
|

Fig. 5.6.2

La ecuacién para sistemas no inerciales resulta:

—~mL6?p +mLIh = —Tp + mg cos 0p — mg sen 00 + ma, sen 8p + ma, cos 69

= p)  —mL6* =ma,senf — T + mgcosf
0) mLO = ma, cos — mgsen

Escribiendo 6 = Qd—é, al integrar la ecuacioén ) obtenemos:
9 &

. 2 2
0% = % senf + fg(COSG —1)
, donde se us6 las C.I. 8(0) = 6(0) = 0. Para un angulo de desviacién méaximo se tendréa

velocidad angular nula, esto es, 02 =0 = Opax, lO que entrega la ecuacién para 6:

a
a,senf = g—gcosf = —senf—1=—cosh /()?
g
2
a 2a
= sen’f(1+-%) = =—senf
8 8
Dos soluciones de esta ecuacién son 6 = 0 (ciertamente no es la que buscamos) y 6 = 7
(infactible, pues hace que 62 < 0). La tnica solucién restante es | sen 6,,,x = gzzﬁf; X
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(b) Si se reemplaza 6% en la ecuacion p) se obtiene:

T(0) = mgcosb + ma,sen6 + 2m(a,sen6 + gcosf — g)
= 3ma,sent + 3mg cos O — 2mg
dT 0

I * __ U * ap
E—O = tan¢ o =0 —arctan(g)

= | Tinax = 3ma, sen (arctan(%")) + 3mg cos (arctan(%’)) —2mg

Roob.

Con la eleccién de S.R. propuesta en el enunciado, tenemos:

» QO=¢(k =Q=4p)k
» R=0 :>ﬁ:O
b P, sd =i, = @ =#
> ﬁ:—GA;ImA’
r

Calculemos ahora las fuerzas Centrifuga, de Coriolis y transversal:
> QO x (QAx7) = ¢k x (pk' x r?') = —r¢*™?
> 20 x T = 2(Ppk' x i) = 27
> QX7 =k x 1t = rf’

Con todo, la ec. de mov. para S.N.I. resulta:

. GMm o . ..
mit = - " i 4 mrd?t — 2mipj’ — mrd;y’
. . 1 ;
7)) 2migp+mrg=0 <& ;% (mr*g) =0
= d 2h) = = mrlp = = rd? = £
at (mr¢) = ¢ = e
i) mr——GMm+mr 2 _GMm £
B r? 7= r2 mr3
2
= | omi=— GZ\;Im 6—3
r mr
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Rrob.

(a) La gravedad local se entiende como el valor y direccién efectiva de la fuerza que siente un
cuerpo en la tierra debido a la suma del efecto de la gravedad g y de la fuerza centrifuga
(¢cuales fuerzas no inerciales?) que aparece gracias a la rotaciéon de la Tierra en torno a su
eje, Q. Debido a que, en el caso de la Tierra, el segundo término es mucho més pequefio,
la fuerza gravitatoria s6lo se desvia un pequefio d&ngulo, dando origen asi a la forma ligera-
mente ovalada que posee el planeta.

Para comparar la magnitud de las fuerzas mencionadas, se debe comparar g con QZRr. A
partir del enunciado:

_ m. 2p ~10 6 ~ m
g—9,8s—2, QTRT—49-1O -6-10 ~O,O3S—2.

Asi,

Q3R 0,03 3
g 98 1000

es decir, esta correcciéon es aproximadamente de un 0,3 % o 3 por mil.

(b) Recuerde que, tal como sefiala el enunciado, consideraremos que la Tierra es una esfera y
que no hay tal diferencia entre §y gjoc- E1 S.N.I. que usaremos es el plano del movimiento
que, no debe olvidarse, es solidario a la tierra. El origen del S.I. es el centro de la Tierra, el
cual se supone en reposo.

k

Fig. 5.6.11

La ecuacién general de movimiento en un S.N.IL es:

pelt

md' = F —mR —mQ x (QAx7) =2mQ x 7 —mQ x 7

—

Pero los términos mR y mQ x (Q x 7') son despreciables, ya que:
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(©)

(d)

» R = —Rrcosa0?p, donde p = k' cosa — j'sena, por lo tanto mR es despreciable
comparado con mg (nétese que la correccién es atin menor para latitudes mayores,
pues cos 7 = 0).

» () x (QQ x7) es tanto menor que el otro término, puesto que es proporcional a

Q2 << Rr(?2, ya que, para que la aproximacion de que la particula se mueve
en un plano sea valida, debe cumplirse que ' << Rr.

=

Ademas, ) =0y F = —mgk’ + NF, por lo tanto la ecuacién de movimiento queda:

mid' = —mgk' + NK' —2mQ) x ' |,

Si en esta ecuacién hacemos producto punto con 7, recordando que este vector estd conte-
nido en el plano del movimiento, i.e., 7 Lk’, obtenemos:

d .,
mi ¥ =06 (@ F)=0  =[v2=ct]

Ahora que sabemos que v'? = cte, si escribimos ¥ = v(t)(# cos B + ' sen B) entonces se debe
cumplir que v(t) = v(0) = v, (estamos usando ya lo que nos proponen en la parte (d)).
Entonces tendremos que: @ = v,(—1 sen B + ' cos B)B. Por otra parte, podemos calcular el
término de Coriolis, notando que Q) = Qrk y k = f/ cosa + k' sena (ver Figura S.6.11). Ast:

Q x 7 = Qro,(}' cosa + k' sena) x (7 cos B+ J' sen B)
= Qrv,(—k' cosacos B+ | sena cos p — 7' senasen ).

Si reemplazamos todo esto en la ecuaciéon de movimiento, y separando en ecuaciones esca-
lares:

i)y —mv,Bsenp = 2mQOrv,senasen B

i) mov,Bcos B = —2mQrv, sena cos B

k) 0= —mg+ N +2mQrv,cosacos B
Notemos, para concluir, que las dos primeras ecuaciones son equivalentesa | § = —2Qrsena |.
Del resultado anterior, se concluye que (t) = —(2Qrsena)t + B,. Entonces, ahora conoce-

mos la velocidad para cada instante de tiempo:

7 = v,(7 cos B(t) + ' sen B(t)), o bien,
X' = v, cos B(t)
Y = v,sen B(t)

Integrando las velocidades, obtenemos las posiciones:

Y
x(t) = 20y sena sen B(t) + x,

Vo
=_° t
ZQTsenthOS'B( )+ Yo
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Acd, x, e y, salen de las condiciones iniciales (x, = x(0) pero y, # y(0)). Se concluye que
UO .
=—|5S
201 senw !
escogemos B, = X, = Yo = 0, el centro de la circunferencia es el punto (0,0) y el punto de
Uo

207 senw
Tierra), el movimiento es en sentido horario.

corresponde a una trayectoria circunferencial con radio de curvatura | p.

partida de la particula es (0, )- Si el plano se mira desde arriba (desde afuera de la
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CAPITULO

/

SOLIDO RIGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS

7.1 Problemas

Resp.

Considere una lamina cuadrada homogénea de lado a y masa M que puede girar sin roce alre-
dedor de un eje horizontal fijo y perpendicular a la ldmina, que pasa por uno de sus vértices (O).
Inicialmente, la ldmina se encuentra en reposo sujeta por un hilo, como se indica en la figura adjunta.

(a) Calcule la tensién del hilo.

(b) En cierto instante se corta el hilo y la lamina comienza a girar alrededor del eje O. Determine
la méxima velocidad angular que alcanza la lamina.

(c) Sila ldmina cuelga libremente del eje, determine el periodo de pequefias oscilaciones alre-
dedor de la posicién de equilibrio.

Nota: E]l momento de inercia de la ldmina alrededor de un eje paralelo a O, pero que pasa por el

7 . 2
centro de la lamina es: I = MT”.

A
\/

27

oQy
5}

80
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Resp.

En un ambiente sin gravedad considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de una
barra. El anillo estd unido a una particula de masa m, a través de una cuerda de largo L, como se
muestra en la figura. En el instante inicial, con la cuerda completamente extendida y la particula
colocada junto a la barra, se imprime una velocidad v, a esta tltima, en direccién perpendicular a la
barra.

(a) Determine la velocidad angular ¢ de la cuerda, en funcién del angulo ¢ que forma con la
barra.

(b) Determine la fuerza que la barra ejerce sobre el anillo cuando el dngulo que forma la cuerda
con la barra es igual a 7.

Resp.

Tres particulas de masa m estdn en los vértices de un rectdngulo de a X b, con a = v/3b, formado por
varas ideales de masa despreciable. El cuarto vértice estd fijo a un punto P (ver figura). El rectdngulo
puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura.

(a) Obtenga el momento de inercia Ip 5 del sistema donde 7 es un vector unitario perpendicular
al plano del rectangulo.

(b) Usando Ip; escriba la energia cinética y el momento angular del sistema.

(c) Obtenga la energia potencial U(«a) debido al peso y determine el valor &, par el cual U tiene
un minimo. Defina ¢ = a — &, y reescriba U como funcién de ¢ en la forma mads simplificada
posible.

(d) Determine la frecuencia de pequefias oscilaciones del sistema.

Nota: Ip; es el momento de inercia de un sélido con respecto a un eje 7 que pasa por el punto P, es
decir, cuando Q) = Q. En su forma discreta, se escribe como Ip; = Y m, (12 — (7, - 1)?); también se
a

puede usar (es equivalente) Ip = Y m, (7, x 1) - (¥, X 7).
a

Fig. P.7.4
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Resp.

RZ
Un disco de radio R, masa total M y momento de inercia I =

con respecto al punto de apoyo
P (x < 1), cae, sin deslizar, desde el borde P de una mesa, como lo sugiere la figura. En el instante
inicial, =0y ¢ = 0.

(a) Determine ¢ en funcion de ¢.

(b) Determine las componentes de la fuerza de contacto como funcién de ¢ (es decir, la reaccién
en el punto P, en sus componentes, Normal y Roce).

(c) Si se sabe que comienza a deslizar cuando ¢ = 30°, obtenga el valor del coeficiente de roce
estatico. Aseglirese de que para ese valor de ¢ atn el cuerpo no se despega.

Resp.

Se tiene un alambre ideal (unidimensional) con forma de semicircunferencia de radio R y densidad
lineal uniforme A = M/L, donde L = 7tR es el largo del alambre y M es su masa.

El alambre esta limitado a moverse manteniendo fijos sus extremos (y todos los puntos de la linea
(eje X) que los une).

(a) Calcule la matriz de inercia I;; = A fOL(rz(Sij — xixj)ds con respecto al centro de curvatura P.
El ds es el elemento de arco.

(b) Determine el momento angular genérico de este sistema que rota en torno al eje X = X'.

(c) Determine el torque debido al peso (§ = gk, de acuerdo a la figura) y escriba la ecuacién
dindmica que rige el movimiento de este cuerpo que oscila rotando en torno al eje X. Obtenga
la frecuencia angular de las pequefias oscilaciones.

!
X Y

g \\\\\\\\ /
‘ ] \ Y

alambre de

per fil

i 7! z
Fig. P7.5b

Resp.
Sol.

Una ldmina circular de radio R, densidad homogénea y masa total M puede moverse en su propio
plano, en torno a un punto fijo P de su perimetro.

(a) Obtenga el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje, perpendicular a la ldmina,
que pasa por el centro del circulo.

(b) Obtenga el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje, perpendicular a la ldmina,
que pasa por el punto P.

(c) Determine la frecuencia de pequefias oscilaciones del péndulo que tiene su punto fijo en P,
como lo sefala la figura.
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oqy

Fig. P7.6 Fig. P.7.7

Resp.

Obtenga las ecuaciones de movimiento para los dos casos de la figura: un cuadrado de lado a y
densidad uniforme o = aM2, que oscila en ambos casos en torno al eje indicado en la figura por una
linea cortada (hay gravedad):

(a) En torno a una de sus aristas.

(b) Con tan s6lo un vértice fijo.

Resp.

Considere una semiesfera de masa M y radio R que inicialmente esta en reposo, con su base vertical
y apoyada sobre una pared y un piso horizontal liso como se muestra en la primera figura. La
semiesfera, sometida a la gravedad, se libera y comienza a acelerar angularmente debido al torque
producido por el peso. Note que mientras la semiesfera permanezca apoyada sobre la pared, el centro
de la base C permanece en reposo. Después de haber rotado cierto dngulo, la semiesfera pierde el
contacto con la pared y continuard deslizando y oscilando como se muestra en la tercera figura. Se
pide:

(a) Determinar el dngulo 6 de la segunda figura donde se pierde el contacto.
(b) La rapidez de G (centro de masa) en ese instante.
(c) 8 en ese instante, que es el valor inicial para el movimiento siguiente.

(d) Considerando que después del despegue la componente horizontal de la velocidad de G es
constante igual al valor calculado en (b), escriba la expresion para la energia constante y su
valor y de alli demuestre que los extremos de 6 de la tercera figura satisfacen la ecuacién

45
cosf = 158

Datos: CG = 3R, Ic = §MR?, I = 35 MR
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01 [

| [

G | G
|
|

\J
Y
\J

Fig. P.7.8

Resp.

Un cilindro de radio 2 y masa m se encuentra en el punto més alto de un semicilindro de radio R,
con la cual tiene un coeficiente de roce estdtico y.. En cierto instante, el cilindro es sacado de su
punto de equilibrio y comienza a rodar sin resbalar sobre el semicilindro.

(a) Plantee las ecuaciones de movimiento del centro de masa del cilindro mientras que éste
rueda sin resbalar.

(b) Encuentre la velocidad del centro del cilindro en funcién de 6 mientras que rueda sin resba-
lar.

(c) Determine una ecuacién para el angulo critico 6. donde el cilindro empieza a resbalar.

Fig. P.7.9

Resp.

Considere un conjunto de tres particulas de masas m, 2m y 2m formando un tridngulo equilatero.
Las particulas estdn unidas por barras de masa despreciable y largo b. Este sistema, inicialmente en
reposo, es impactado por una cuarta particula de masa m que se mueve, en el instante del choque,
con una velocidad v, horizontal. Por efecto del choque, las dos particulas de masa m quedan pegadas
y el sistema tiende a volcarse de forma tal que la particula basal en el punto P no desliza debido al
roce estatico con la superficie.

(a) La velocidad angular y la aceleracién angular del sistema justo después del choque.

(b) Determine el valor méximo de v, para que el sistema no alcance a volcarse.

84



PROBLEMAS 7. SOLIDO RIGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS

Fig. P710 P Fig. P7.11

Resp.

Un disco homogéneo de radio a y masa M rueda sin resbalar sobre una superficie cilindrica de eje
horizontal y radio R, como se muestra en la figura.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento para el centro de masa del disco.

(b) Determine el periodo de las pequefias oscilaciones en torno a la posicién de equilibrio esta-
ble.
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7.2 Soluciones

R

Se presentan aca dos formas de resolver este problema. La primera de ellas, podria decirse, es una
forma particular y directa de solucién, mientras que la segunda es méas general y se adjunta aca debi-
do a que, pese a que es bastante mds larga que la primera, permite una comprensién més profunda
del significado y utilidad de la matriz de inercia y otros conceptos relacionados, como momento
angular, velocidad angular de un cuerpo rigido y el Teorema de Steiner, entre otros.

Valga como predmbulo para ambas soluciones lo siguiente:

» Que la densidad de la ldmina circular sea homogénea (notar que se trata de una densidad
superficial ¢, con unidades de masa por unidad de area), significa que hay una relaciéon
univoca entre la masa M de la ldmina y su drea A = 7TR?, a saber, si el 4rea aumenta una
cantidad infinitesimal dA, la cantidad, también infinitesimal, en que aumenta la masa de la
lamina estd dada por Z—% = % = 0. Esto sirve para el cilculo de momentos de inercia y de

componentes de la matriz de inercia, pues el diferencial de masa cumple con: dm = cdA.
» El Teorema de Steiner o de ejes paralelos, tiene una forma particular y una general.

> Si hablamos de momentos de inercia (la forma particular), se tendra que:

Ip = Ig + Md?

4

donde I¢ es el momento de inercia del cuerpo rigido calculado con respecto a un
eje ¢ que pasa por el centro de masa G del cuerpo. Ip es el momento de inercia
calculado con respecto a un eje ¢’ paralelo a é que pasa por un punto P del cuerpo
(notar que el punto P no estd necesariamente dentro del cuerpo). “d” es la distancia
perpendicular entre el eje ¢ y ¢, y M es la masa total del cuerpo.

> Si hablamos de matriz de inercia (la forma general), que siempre se calcula con
respecto a un sistema de referencia S — (O, %, , 2) necesariamente determinado (la
primera componente en esta notacion indica que el origen de tal sistema S es el
punto O), entonces se tendrd que:

If = If + M(Rgd;; — ReiRg;)) |con i, j = {1,2,3}.

Aca, Il.? es la componente de la fila i y columna j de la matriz de inercia del cuerpo

rigido, calculada con respecto a un sistema de referencia S — (G, £,7,£), con G =
centro de masa. IZ-I; es andlogo, pero calculada para el sistema S’ — (P, %',7',2), y se
debe cumplir que £ || #/, 9 || 7' v 2 || £'. El vector Rg = PG = (Rg1,Rg2,Rg3) y M es

la masa total del cuerpo. La delta de Kronecker, 6;; vale Osii #jy 1sii=j.

» El momento angular de un cuerpo rigido, calculado con respecto a un sistema cualquiera
S — (P,%,7,2), si se conoce la matriz de inercia Ip calculada en ese sistema, es simplemente
ZP =1 pﬁ, donde Q es la velocidad angular del cuerpo rigido con respecto al sistema S (tiene
el mismo significado que en el capitulo anterior de Sistemas no Inerciales y Movimiento
Relativo).
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Forma (i)

(a) Para calcular el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje perpendicular a la
lamina, que pasa por su centro, usamos coordenadas polares en el plano de la ldmina.
El momento de inercia se calcula entonces como:

Ic = / p?dm, y tal como se sefiala en el predmbulo,

dm = %dA, donde, ya que trabajamos en polares, dA = pd¢dp

Por supuesto, se debe integrar sobre toda la ldmina, por lo tanto:

M R 21
=
00

R2
2

= IG:

(b) Usamos el teorema de Steiner para momentos de inercia:

MR?

Ip = I + Md?> = =—— + MR?

3
Ip = ~MR?|
2

(c) Para calcular la frecuencia de pequefas oscilaciones, podemos recordar que, siempre que
tengamos una ecuacién diferencial de la forma 6 = f(6), si 6., es una posicion de equilibrio
(es decir, si f(6,;) = 0), y si ademds es una posicién de equilibrio estable, lo que se determina

., d . I
con la condicién dé(geq) < 0, entonces la frecuencia de pequenias oscilaciones en torno a ese

e d
punto de equilibrio estable es w? = —d{;(em).
Lo que hemos de ser capaces de reconocer es que podemos obtener una ecuacién diferencial

de esa forma usando la ecuacién de torque y momento angular con respecto al punto P.

Si consideramos el vector unitario k saliendo del plano
del dibujo, perpendicular a la ldmina, entonces pode-
mos escribir que:

Zp = —MgR sen 6k

Ip = Ipbk
= %MRZ(; = —MgRsenf
.. 2¢
= 0= 3R sen 6.

Fig. 5.7.6.(i)

Asfi, de acuerdo a lo dicho, y dado que corresponde usar § = 0 como el punto de equilibrio
estable,
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Forma (ii)

Al resolver el problema de una forma mds general, lo que haremos es calcular la matriz de inercia
de la ldamina con respecto al centro de masa, Ig. Luego usaremos la forma general del teorema de
Steiner para trasladarnos al punto P y obtener Ip.

En primer lugar, recordemos que la matriz de inercia depende del sistema de referencia que se use.
Esto debe tenerse definido con la mayor claridad al momento de calcular. Entonces, nuestros calculos
los haremos considerando los sistemas de referencia que se muestran en la siguiente figura:

S 19 g 17

P

=>

Fig. 5.7.6.(ii)

La matriz de inercia se calcula, para cada componente, como:
Lj = /(r2(5] xlx])dm donde x1 =x, xo =y y x3 =z P2 — 2 +y 12

Tal como dijimos, en este caso dm = %dA. Y es muy dutil hacer la integracién en coordenadas
polares, por lo que vale la pena recordar las relaciones:

X =pcos¢,y = psen¢ y en este caso particular, z = 0.

Ademas, en este caso calculamos para el sistema S, con origen en G. Asi:

27 R 21

R
M
16 = s [ [(02 = pPcos ¢)Pd¢dp_72//9 sen’ pddp = I = ——
00 0
2 2

Cos2 pdpdp = Iﬁ = 1262 =1

MR?

PPdgdp = 1§ = =

Para el célculo de las componentes que no estdn en la diagonal, primero hay que recordar que la
matriz de inercia es simétrica. Asi, s6lo hace falta calcular 3 componentes (12, I13 y Ip3). Por otra
parte, para estas componentes no diagonales, J;; = 0, pues en estos casos i # j. De manera que es
directo que I13 e I3 se anulan pues en ambas el integrando estd multiplicado por x3 = z = 0. Para
17, que también se anula, la razén es distinta:
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27

/ sen ¢ cos ¢d¢ = 0, porque sen ¢ y cos ¢ son
0

2

R 2m
M MR
15 = @//(0 — p?sen ¢ cos ) pdpdp = — =
00

ortogonales en el intervalo [027]' = Ilc2 = Il% = I2G3 =0\

Por lo tanto,

MR?
G B 1\/8{2 0
Li=1 0 % 0
o o ME

Entonces el teorema general de Steiner dice: If; = Ii(]-; + M(R%6;; — RgiRg)), y en este caso, Rg =
Iﬁ = (0,—R,0), asi:

MR? 0 0 2MR? 0 0
M(R%5;; —RgiRgj))=| 0 0 0 |= If = 0 iMR* 0
0 0 MR? 0 0 3MR?

Para obtener la ecuacién dindmica de la cual obtenemos la frecuencia de pequefas oscilaciones

pedida en (c), de nuevo usamos que ZP = 7Tp. El torque estd calculado en la Forma (i). Ahora el
momento angular se calcula como Zp = Ipf), y Q= 0k, ast:

B 2MR®> 0 0 0 -
lp = 0 $MR> 0 0 | = 3MR6k.
0 0 3MR? 0

Este resultado es el mismo que el obtenido en la Forma (i).
Prob.
R’esp.

(@) En primer lugar, por la geometria de las fuerzas que acttian sobre el cilindro, serd natural
escoger las coordenadas cilindricas asociadas al semicilindro mayor, haciendo corresponder
el angulo polar con el angulo 8 mostrado en la figura.

Las ecuaciones para el centro de masa G son:

Z'I__':externus = TZAG (*)
¢ = $<IGQ) (%)

En nuestro caso, debemos considerar la Normal, el Roce y el Peso como fuerzas externas:

S Foxternas = NP + fu,0 + mg(sen 88 — cos 0p) y ademds, Ag = — (R +a)6*p + (R + a)d0

Asf, las ecuaciones escalares correspondientes a (*) quedan:

- ) . 2
1Es fécil hacer el calculo si se recuerda que sen ¢ cos ¢ = *5°2.
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—m(R +a)6?

p) N —mgcosf
0 m(R+a)0

) fu +mgsend

Ahora usamos la ecuacion de torque con respecto al centro de masa, con lo que entramos en
un punto muy relevante: Q. A primera vista, es comun pensar que Q = 6k, simplemente.
Pero eso no es correcto. Para aclararlo, vale la pena definir el contexto en el cual se puede
usar la ecuacién de torque con respecto al centro de masa (*x):

» El punto centro de masa G puede estar acelerado y atin asi la férmula es correcta.

» Cualquier rotacién del sélido (()) debe ser medida en relacién a un sistema de refe-
rencia cuyos ejes cartesianos NO ROTAN.

El siguiente es un razonamiento que permite establecer la relacién entre 0 y la velocidad an-
gular del cilindro con respecto a su centro, cuyo médulo designaremos por ¢, de tal manera

que Q) = ¢k (ver Figura 7.9). Tal relacién se conoce como Condicién de Rodar Sin Resbalar
(CRSR).

Consideremos un sistema de referen-
cia con origen en el centro del cilin-
dro y que NO rota solidariamente al
cilindro, sino que mantiene la orien-

tacion de sus ejes sin variar con res-
pecto a un sistema “fijo al laborato- !
rio”. Este sistema cumpliria, enton- 'R
L) ! q } //
ces, con las condiciones para poder | ;
! ,
|

aplicar la férmula (*x).

Considere ahora un punto fijo al ci-
lindro (marcado como un punto ne-
gro en la Figura 7.9), que inicialmen-
te se encuentra en contacto con el se-
micilindro. A medida que el cilindro
rota, y el centro del cilindro se trasla-
da un angulo 6, el punto en cuestién
gira un dngulo ¢ con respecto al sis-
tema fijo al centro del cilindro. Asi,
¢ es la velocidad angular del cilindro Fig. 5.7.9: Condicién de Rodar sin Resbalar
con respecto al sistema de referencia

descrito al comienzo de esta explica-

cién (fijo al centro del cilindro, pero

sin rotar solidario a él).

/

t

s
_/

Ahora, mientras el cilindro rueda sin resbalar, debe cumplirse que los tramos marcados con
linea gruesa en la figura dentro del recuadro son iguales. De manera que la relaciéon entre 6

y ¢ queda:
RO = a(gp—6)
¢ = %(R+a)9 (CRSR)

Derivando dos veces la relacion anterior, se obtiene:
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(b)

(©

$= %(RJra)G

Ahora podemos usar la ecuacién (xx), primero notando que, con respecto al centro de masa,
la tinica fuerza que hace torque es el roce y, segundo, recordando que en la ecuacién (x)
pusimos que f,, apunta en el sentido de 0 y que, por lo tanto, el torque que hace el roce
apunta contrariamente al sentido en que ¢ es positivo. Ademads, se sabe que Ig = %maz, asi:

_f]lea
—fua = -ma(R+a)d

I
\
32
[

Despejando f,, y reemplazando en la ecuacion 0), se obtiene:

1 .
—Em(R +a)0 +mgsen® = m(R+a)d

.. 2 g
§=2_S _send
= 3<R_i_u)sen

La dltima ecuacién se puede integrar directamente, considerando para los limites de inte-
gracion que el cilindro es levemente perturbado desde el reposo desde la posicién en que

6 =0.
6 0
/édéz/
0 0

p_4 8 _
= 6 _3(R—|—a)<1 cos6)

(Rf—a) sen 0d0

[SSI S)

La velocidad del centro del cilindro es, por lo tanto, | v(0) = \/ 39(R+a)(1—cos®) |

Volvemos a utilizar las ecuaciones p) y §) pero ahora, al revés que antes, reemplazando #(6)
y 6%(9) obtenidos en las partes (a) y (b).

p) N —mgcosf = —%mg(l —cos6)
A 2
0) fu +mgsend = 3™M8 sen

Ahora, para que el cilindro comience a resbalar sabemos que debe alcanzarse un dngulo
6. para el cual se cumpla que HﬁLH = 1||N||. Y de ) tenemos que ||]?m|| = lmgsen6.
Reemplazando e igualando, se obtiene:

1
7cosf, — —senf, —4 =0\
Ue

Usted se preguntard si no podria ocurrir que el dngulo para el cudl la normal se anula,
es decir, cuando el cilindro se despega de la superficie del semicilindro, sea menor que el
dngulo que satisface la relacién encontrada antes; de esta manera el cilindro nunca resbalaria.
Pero usted puede concluir que el dngulo 6 en el cual se despega es mayor que el angulo 6,
para el cual resbala. Basta imponer N(0*) = 0 en la tltima ecuacién p) y comparar.
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CAPITULO

LISTA DE RESPUESTAS

La pulcritud de esta lista de respuestas no tiene mas garantias que la especial atencién con que he resuelto los problemas
para encontrar sus soluciones. Ya he corregido bastantes errores y seguro hay maés.

1. CINEMATICA

~ 2 A
> [RLLT @ 0(60) = 2800 1) T =" 3K (0 = 0) = —3kk;

t= lo

. 1+(R +4)202)>?
> b () pe = 3,—00( L‘{”R +)t) w)z ;) D=1Lr= f oy /1 + (R + 1)202dt;

‘[S’(;)'(ly'[m (@ 17 = \/W (kp + 9 + hkk) (b) a = m( ) (...

=1 [ < S .
@ 6(t) = }In (ot +ke);
> Prob- (a) ¥ = Rw, (A + Nsen6¢), &= —Rw2(1+ N?sen?8)? — Rw2N?sen 6 cos 89 + 2Rw?N cos 0;

T
(b) pc(6 = 71/2) = R; (0 Lr = R [ v/1+ N2 sen? 649, tr =11/ Wo;
0

Lob (@) T = o0 — BOk, @ = —pob%p + po60 — Bk (b) T = \/pz+32é \/pr+Bz k o(t) = 6\/03 + B

(©) @ =0/p2 + B2t — p,6%0 ; (d) 0(t) = wot;
Prob-(b) pe = L/2; () 6(t) = arcsen(%1);

=28

75 @t =2 () Ly = f L+ 22 1 = 25 (@) pe = ;2R

Pl (@) x(t) = Reos(wt) + /DT — RsenZ(wh); (b) v(t) = —Rawsen(wt) |1+ Kol __;

2—R? sen?(wt)

v

v

v

v

v

() v(t) = —Rwsen(wt), a(t) ~ —Rw? cos(wt);
» Prob. @T= 7T\/R7/g; (b) Xpax = vV Rg/Z;
2. DINAMICA
. Prob. (a) T = 2mRw?; (b) w? = ﬁ;
> [R22[ @ 2(0) = " 8 1] 0 000) = e 75 0 ¢ = B

’ o . A, R A 224 1213/2
> Prob. (@) § = —0op + pw,b, 4 = —pw%p — 2v,w,0; (b) pc = %;

@T= mpwg, N = —2mvu,wy;
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v

>

>

>

Prob.

B >R

[R25] 70 ) N = —liisb, 0 =

Pl @) < By (b) £ = 513 — 2148lo, €ON Jig < Fs (@) Xmax = "5, Vi = Vi = — 255

Prob (a) ¥ = RGO + 2‘@%4), ay = Miﬁ R6?, a9 = gsenf, ap =0,

donde 8 = \/Z’lﬁ(% — 1) + §(1—2cos6); (b) cos " = 1(1+ ;%);

P @y =

Prob. () 9, = R<;

Prob (@) w? < K5 b) p(t) = % ’;*mzz cos(wt) + %, compresion= I, — p(t);

g{’]‘l’[ (@) a* = arctan ye; (b) Xpax = 2%(]@ — Hg) cosa*, Xpax = \/%gcoszx*(ye — 1g); () No hace falta

ninguna condicién para que se mantenga en Xyux;

ob. 7 A A~ R 2 T H R —-£
R212 g(;l.[ @t= \/RZ R24> \/ Rz k, N = NPP + ﬁNk(P + Nkk,' (c) (P(t) = %R2g+}?2 [1 —e ”’t];
R2.13| 770 (@ w=1/%; b) i = 73 L) ¢(r = H/2) =8,/ %, Ta = 4v2m[% + 4g],
Tp = 4v2m[% +4g] - —mg,

Prob- (@) 7 = 4bp — 3bgk, T = dbpd — 3bdk, @ = —4bd2p + 4bd + 3bdk; (b) v = 5b, T = £ + 2k
@1 =FLw; (@ N = —4mb(w - )% — Fmgd+ Emgk;

R.2.15|rob- 9% = arc cos(% - 3{1;—“1%),
R2.16| 70 (@) ¢(r) = Zoe; (b) 7 2(r) = (rovo)z(%2 — %2) —2gcosa(r—719); (€) Vomax = ,/%rggcos o;
(d) vopin = 1/%rogcos «;

[R2.17| (@) {p = 2mD2k, Zg;) = 3mD2pk, I = YmD?pk; (b) To = —v/3Dmg sen ¢k, ?(()G) = (—v/3Dmgsen ¢+
%D(T1 — D))k 75 = Y3D(T, - Tk () Ty — Ty = mgseng; (d) ¢? = 842 (cos g — cos); (@) Ty = "Esenp +

2g ; (6) = 3mg cos — 2mg + mRw?, cos 0 > 3 — 38 ;(d) Wy = %g; (e) w? < %g;

2
= g 09" = k(0o 2

ngg cos ¢ — ﬁmg cos o, Tr = m‘g sen¢ + Sfm‘g cos ¢ — fmg Cos ¢o, Er=-T) - Ty
R2.18| 77" (@) Lo = ¢(amy + bmp)k, To = gsen¢(bmy — amy)k;
(b) = —(Z%lmi )gsen, ¢ = ¢Z — 2(%11%; )g(cos ¢y — cos ¢); (c) Se acerca si amy > bmy, y se aleja si no;

R.2.19 |70 (b) p1(t) = (R + 43d) cosh(Qt) — "3d; p2(t) = p1(t) +d; () T = m;ffn‘i 0%
Prob. (@) t* = 23711;L, b)T= % L‘Z,

R221 |70 @ 0(t) = %t; Zoy = —gt; (b) 21 (t) = —gt + % sen(%t); condicién: v2 > 2Lg; () T = 5 2,

3. TRABAJO Y ENERGIA

>

v

v

Prob. _ . 2mg _ 2aDm?g? . 2m?g? _ 2m?g*
! (@ N = kD; (b) Yimax = k(aD+1) ;@ WN=0,W; = m, Whes = RSV Wing = k@b +127
24 04— B = B E = 2 LI @ = 2=

3w
mrp Wy

- — G%“”f’ si r>R
Prob. ) F(l’) — ; (b) v = ZGM 2 (0) v, = /SC;{M;

GMmrr si r<R
Dy 2
EETIC R
Prob. B _ k .
-501 (a)WA—z[ﬁ—l],
—ké?
[R36] 7 (@) e = M5t
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v

v

v

v

v

v

R3.7 Prob.
donde A4

Prob.

(d K(t) = Lm

10 Prob.

i
|68}
=

R.3.11 | Frob-

Prob.

~ R
QW
e =
W IN

3.14 | Dot

R
We = m(H3%)%(3

Prob.

Prob.

@ p(t) = 7/\1):2/\2 ‘Ooe)ht + )\1/\71)\2 poe)\zt’
= g + w1+ 143, A2 = —pao — w01+ i ©) Wy = meod (0 — p3);

@) ¢* =m/6;

@7r=ry—0vt, 06 =m/3, ¢(t) = ZU‘:“ (rn_lv i % (b) row? > 3g; (€) Wy = gmr2w? —

mgro ,
1 7

(v2 +4(707vt )Kf Kfsmrw Ky — K; — Wy = Wiyg;
(b)Ul(x,z)—C"Z ()WFZ:%—&-ng;

(b) 5(z =0) = —/ M2 - V2)k;

crr L2 mm?l?,

Winotor = —mgLsen g + ymgL cos f +

STZ 4
a=
@o(t) = B3 2exp(—5t) — 1), tyax = ZIn2; (b) Xpax = %28[1 —In2j; (@ W, = —m(F24)2[1-1n2],
—In2], la suma de estos trabajos es la pérdida total de energia del sistema;

@) p(¢p) = e H; (b) §(t) = ;t+ —; (c) El bloque tarda un tiempo infinito en detenerse y recurre

un 4ngulo también infinito; (d) W, = 55 : (se debe calcular a partir de la definicién de trabajo W = [ F-d7);

Prob.

@ ¢(p) = Pf%; (b) T(p) = %‘o‘jﬁ; (© Wr = mPT”% (pl2 - %), se puede calcular por definicién y a partir
1 0

del trabajo de las fuerzas no conservativas: Wy = AE;

4. EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

R4.1 Prob.

v

v

v

v v v

v

v Vv

v

v

R42 Prob.

@ m= f, ) W, = 75

(@) 6; = 0 — Estable, 6, = 71 — Inestable; (b) w3, [6;] =

(© 6(t) = e 2i'[Acos(y/ £ — (;L.)2t + 6)] .-. sub-amortiguamiento;

Prob.

Estable; w?,

Prob.
Prob.
7]6"
© o =(1,
Prob.
Prob.

© () =

Prob.

Sil, < D: xe; = 0 — Estable; w%,o, = %( - %’); Sil, > D: xe; = 0 — Inestable, x; = + 12_-D2
= k(1- DYy,

=k )

(@) 6; = 0 — Inestable; 6, = £ % — Estables;

(b) K = Jm (ZH22) 32 9 w2, = 3

D2+4x2

(a) Xeqg = 2\[/

I

@ miy; = mg—k(x1 —1lo) +k(xp —x1 — lo), mi, = mg —k(xp — x1 — 0); (b) w? = 3%65, w3 = 377\@%,
1-vV5\ = _ 1 145,
2 ) 02 - ( 7 2 )I

(@) Equilibrio: 6; = 65; (b) w? =0, w3 = %, (0 7, = (1,1), 5, = (1, -1);

@ mij, = —2% + Lyp, mijip = —2Lyp + Zyp; (b) w? = 3L, Wk = T () 51 = (1, 1), 5, = (1,1);

@ Yyeg =10 — 5 $; () i+ & (y Yeq) = Ao sen(wt), wp = %;

[wo sen(wt) w sen(w,t )] + Yegqi (d) wmax = wo(1— lofi"n%)i

A

(a) Xem = X + gy Reos(Qt), Yem = 374, Rsen(Qt),

F o g = gl 4 RO cos(QU1);
(b) x(t) = M+m (02002) (cos(Qf) — cos(Qpt)) + %/ O, = \/M7+m' ©x[Q=0Q] = ﬁtsen(ﬂo )+ %;
5. FUERZAS CENTRALES
ro 5
150 ® wl, = 355 © AE = Cer

> Prob.

B

@ v, = VGM/R; (b) Tex = 115,

2 _ _16GM ..2 _ _4GM
(@ vp = R(+v5)?’ VB = R(1+5)’
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> Prob (@) p = % — %p; (b) po = \/@; (©) wp,o. = %k; d) w“;“o =1 . escerrada;
> [R54 |70 (@r. = #\/ﬁ’ by = Z,%; (b) wf,,o_ =2uw?, u‘,‘;"a = % .. no es una 6rbita cerrada;
> Prob (@ v = \/8L; () Zyiy = ~7L;

> [R56]50"  @v}=2M;(b) E' = — M ; (o) 02 = & (RZMGJﬁ/rIB);

> [R57]70 @0 ZS 0 ;m) 02 L \/;

> [RSS]7 @) Ups (1) = gy + 581" O 1 = "/ 5 whio = 3 ()T 4+ 5 (5) 55

(C) g = Mg + 2(k71> _|_5, Ny = ]_,' ng = 1, 6, 13,22,33,46...;
R5.9 |70 (q) m(p — p4'>2) = —ko, Fp=0= $= mipz; (b) uef( )=

a2 4k,
(C) Pc - mk’ wp,o, — m’

6. MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES
R6.1 |20 (@) 2R; (b) w? < §;

v

2mp2 + kp 4

v

v

R.6.2 157(1)}»! (@) sen 5y = 208 . (b) §* = arctan(?’) Timax = 3ma, sen(arctan (2

ara )+ 3mgcos(arctan(§”)) —2mg;

v
oq|®

Prob.
R63 Sol.

R.6.4 Prob. (a) Qg — 4m’
502]1/2k  » N = 3mROZ#;

v

) 63 = %

= (3mg +5mROZ — FBT)p 4 omROJ[AT K

o7 4m

> Prob-(b) ¢ = sen ¢p(w? cos p — —) (c) ¢ = 0 es pto. de equilibrio estable si w? < g
En ese caso: wp.o_ = f;% —w?;

> P’“' vy = 2WR;

» R6. 7 Prob- (a) mad’ = mw? cos @' (asend’ + d); (b) 6} 2 = £7/2, estables, 05 = arcsin(— 4), inestable;
(© Who 0] = (14 9), who 03] = (1~ £);

> Prob- (@) ¢? = 402(1 — cos ¢); (b) 3 cos s — 3 — /T —cos s = 0;

» |R6.9 |00 (a) (P((P) g/ m/ (b) N(TL’/Z) 2;

» |Re6. o = o a rapidez relativa (médulo) es v/ = Y3%L para ambas particulas;

R610| 770 (a) T = "L ; (b) La rapidez relativa (médulo) = V3wl o bas particul
7 = “’EL (24++/3)0— wo Lp, 0y = “’EL (2—+/3)8 4 w,Lp, donde se ha denotado por (1) ala paticula de la izquierda
(ver figura).

» R.6.11 gg‘l"l“ (a) 3 por mil, la correccién es menor en latitudes mayores; (b) md = —mgk' + Nk’ —2mQ x @,
v? = cte; () B = —2Q71 senw; (d) La trayectoria es una circunferencia con radio de curvatura p,

— Vo
— 2Qrsena’

» R612|70 (@02 = 2m, w% = %; (b) Se separa cuando llega a una distancia x’ = (2 + v/3)l, del punto B;

7. SOLIDO RiGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS
» [R71]77 @ T = 28, (b) ¢2,,, = 20?(1 + *2), donde se ha definido w? = 2Y%; (0) T, = 2I;

da 7 w’
R72|770 () p(¢) = Uf\/%’ (b) N(7r/2) = 2%,

R73| 70 (a) Ipy = 8mb?; (b) K = 4mb*i?, Ip = 8mb%i; () U(w) = —2mbg(\/3sina + cosa), o = 7/3,
U(¢p) = —4mbg cos ¢; (d) w?* = zib;

v

v

> Prob. (c) 9 — _% seng; w%'g_ = %;
MZR2 0
> T @Lp=| 0 MR 0 3L = MR293/; () T = —Mg2R sen 6%/, 6 = —£ % sen;
0o o e
> [R76]000 (@ Ic = ME; (b) Ip = MK () ? = 3F;
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v

v

v

v

Prob.
Prob.
s

@ ¢ = —35seng; (b) § = fﬁgsengb;

@0 =%;®) Vo =/ 58 © 0= /5 @ E = IM(VZ, + V) + 31662 — Mg3R cos 6;

@) p) —m(R +a)f*> = N — mgcosb, ) m(R +a)f = fu +mgsen6; (b) v(0) = \/%g(R +a)(1—cosb);

(c) 7cos B, — isen@c —4=0;

Prob.
Prob.

@ 0o = 2%, 6, = 3§ ©) 0 = Zgb;

@ p) —m(R —a)8> = —N + mgcosf, §) m(R —a)d = f, —mgsend ; (b) 6 = —2 (R(iu) sen6, w%lo. =
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