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IV FUERZAS CENTRALES

En este capitule estudiaremos con detalle el movimiento de una particula bajo la accidn de una fuerza
central. Ejemplos tipicos son las fuerzas gravitacionales y las fuerzas electrostaticas.

Llamamos fuerza central a aquella que actia en una linea de
aceion siempre dirigida hacia un punto fijo con respecto 4 un
sistema de referencia {gque suponcmos inercial). Siel punto (o
coincide con el origen del sistema de referencia, Lo luerza central
que actiia sobre una particula en la posicidn r, se expresa
genéricamentes por;

F = fnr = {0y
-

donde f{r) es la funcidn gue da cuenta de la varacidn de kb magnitud de la fuerza central con la distancia al

L 3 - . 2 == . . . . < =
origen, Si i) es positiva se dice que la fuerza F es repulsiva, mientras que si es negativa se dice que F es
atractiva.

V.l Propiedades gencrales
Consideremos una particula de masa m sometida a la fuerza central F, Se puede deducir que:

a) el torgue con respecto al centro de fuerzas O es nulo
'.2 =

P = FxF = [ATxr =0

b) el momentum angular (1) con respecto al centro de fuerzas O se conserva. En efecto, en la seccidn
1.2 demostramos que Tu tasa de variacion temporal del momentum angular de una particula con respecto al
origen O es igual al torque gue se ejeree sobire ella con respecto al mismo punio O:

dt

=3
= T
pero comao ¢l torgue es nulo, se concluye gue

' T -

B =
=rxp = lo [constante)
= - H .
donde p = m v es el momenmm lineal de la partizola.

Se concluye que el movimiento es plano, es decir, ocurre sélo en el plano definido por el vector posicidn
y el momentum B

¢} Ley de las dreas (segunda ley de Kepler)

Consideremos el area barrida por el vector posicidn de una
particula sometida a vna fuerza central en el intervalo At
(recordar que ¢l movimiento es plano)

= Y

Ag = LI_::E;:!.I‘
2

dividiendo por ¢l intervalo At, (&}
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ok

A

] = AT
Al 2 Al

En el limite, cuando AL tiendz a 0 se define la velocidad areolar (¢) como la velosidad de barride del
vector posicidn T,

- L 0
E:d—szl—rxv :-—-1 rxl} == g
dt 2 2m 2 m

Fecordando que el momentum angular es constante para el caso-de fucrzas contrales, se tiene entonces gue
la velocidad arcolar tambien es constante. Por 1o tanto, el vector posicidn de una particula hajo la accitn
deuna fuerza central barre dreas izouales en tiempos iguales,

d} Ecuaciones de movimiento
Utilizando un sistema de coordenadas polares para describir el movimiento en un sistema de referencia
cuyo origen coincide con el centre de fuerza tenemos que

m(-p' =i [;]2} = fip

por existir sélo la componente radial de la fuerza. Ademds la condicién de momentum angular constante
implica gue:

pz E'i i
m
donde | es la magnitud constante del momentom angular ¥ m la masa de la particula. Si se conoce la ley

de fuerza f{p) s¢ puede deferminar completamente el movimiento, a partir de las dos ecuaciones anteriores.
En efecto, la couacidn parn la componente radial es:

2

lo

'E

mp = f(p) +

m p

ecuacion que se puede integrar, Esta se puede interpretar coma el movimiento unidimensional de una

. . N =
particula de masa m sometida a una fuerza efectiva f (1)

(' (p) = f(p) + —=—
‘
mp = f${p)

Conocide el movimiento segin la coordenada radial podemos determinar el movimiento segiin ¢l dngula 8
integrando la siguienle ecuacion:
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¢) Trayectoria, Ecoacion de Binet
L.a covacidn de la trayectoria de una particula bago la accidn de una fuerza central se puede determinar
eliminando Ia variable tiempo (1) de las ecuaciones de movimento. Haciendo of reemplazo siguiente

fl?'ue = ul_é o A
l'i? m
Ademas
s _dpg _  1pgdi _ pdE
de 2 de do
am da L] dz . 2 d2
p=dog _ pdEy - pEzds
de de? de?
Por 1o tanto
o
2. _§ .
m h gz 392 + & = (5

corresponde a la ecuacidn diferencial que determina la trayectoria en coordenadas polares (ecuacicn de Binet)

fy Conservacion de la energia.
Coma hemos demostrade en el capitelo anterior, toda fuerza central es conservativa, En consecuencia,

=
podemos definir una funcidn energin potencial ¥ 1al que la Tuerza central derive del potencial: F = - Vv

Suponiendo que V es conocido, pademos escribir la ecuacidn de conservacion de la energla mecdnica total
Coma

2
Bi= 1Em‘v + ¥V = constante

La magnitud de la velocidad en coordenadas polares se expresa por;

ho

02

2 a a 9 M
vio=p2+ (pB) = p*+
con lo cual

! 32
E=Llmg? o« mB 4 vp
2 zp"—

Esla ecuacidn se puede reinterpretar como la conservacion de fa energia mecdnica de una particula con
mevimiente unidimensional al definir un poteneial clectivo V=
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& hz
Vi(p) = Vip) + 2L
9 p'J'

Axi 1z energia mecanica tolel gueda expresada como:

E = é—m p? + ‘J*{p)

Observar que la fuerea electiva I correspondiente al potencial V¥ es

* ¥ 2 2
I'[p}=_.fl.\f_=_d_.Y.+M_ f(p) + h
dp d[} I:.3 p_-‘!-

que corresponde a la expresion indicada previamente

Alternativamente, podemos expresar la conservacitn de la encrgia mecdnica en términos de coordenadas (&,
&, En efecto
Z
: =% h
vio=pt o+ =
P

bd

2 2 cdE # 2 g2
=t ] I
v 1 (dﬁ) + h E

con lo cual

v
I

2
2| rd 2
.L m h (_6_._) + E°| + V(&)
2 de
expresian que se denoming la couacion de la encrgia de la drbita.

IV.2 Fuerza gravitacional

Un gjemplo de fuerza central, de singular importancia en Fisica, lo constituye la ley de atraccidn
gravitacional entre particulas, En el caso que una de las masas esté fija co ¢l origen del sistema de
referencia inercial, esta ley se expresa de Ja siguiente manera (ver seccién 116}

F = -GM;“F

r

donde M y m son las masas de las particulas que interactiian y r es la distancia de separacion entre las
—

particulas, La fuerza F corresponde a la fuerza que actia sobre la masa m. G es lu constanie de gravitacion

universal. La funcidn enerpia potencial gravitacional para la masa m estd dada por

= Vit) = - M m
r

cuando se considera como referencia Vir = =) = 0 (ver seccidn TTT.4).
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* Trayectoria
Aplicando la ceuaciin de Binet al caso gravitacional se obtiene;

i
2 d- )
m h° * —t*—+f; = GMmL=
5 5
dg-
Recordar que h es el momentum angular per unidad de masa, Simplificande la expresién anterior se
abtiene la siguiente ecuacion de rayeclona

2, .
dt , ¢| . GM

Esta es una ecuacion inhomosénea de 2° orden con coeficientes constantes, Su solucidn es:

£(6) = —Giﬂ + A cos (6 - )
h

donde A v & son constantes de integracion cuyos valores estin determinadeos por las condiciones iniciales
del problema comsiderada. Bn consecuencia, la relacidn entre ¢l radio palar con el dngulo € queda dada por:

1
+ A cos(8-8)

ay =
p(o) e,

2
h

ecuacidn que corfesponde a una seccidén conica expresada en coordenadas polares (ver Apéndice 3), En
términos generales una seccidn cdniea se puede expresar como:

L +¢
0) = p :
P() i-:'.u] + &'Ccos ('U‘a)

donde ¥, o el radio para 8 =8 vy "e" es la excentricidad de la seccidn cdnica. Para el caso particular que

analizamaos se Gene que:

AN
GM

2

_ h™ 1
a GM 1 + ¢

El dngulo & determina la orientacidn de la drbita. Entonees, sin perder generalidad, podemos elegir 6§ =0,
Los diferentes tipos de trayectoria dependen del valor de la excenticidad:

=10 {circulo)

e < | (elipse)
c= | {paribola)
e 1 (hipérbola)

Las vanables p | v py que aparecen en la ligura anlerior se

dedinen como:
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p, = PE=0)

|l +e

g = p([}:ﬂ;}:po]_c

En el caso de una drbita eliptica, la excentricidad puede expresarse en Wrminos de las distancias minima
(po}y lamaximaip) al foco:

IDl—i_pm

Si las drbitas elipticas corresponden a planetas alrededor del Sol las distancias Py Py s¢ conocen coma

perihelio y afelio respectivamente. En el caso del movimiento de la Luna (o satélites artificiales)
alrededor de 1a Tierra, se habla de perigeo y apogeo respectivamente.

Valores {ipicos de excentricidades para la 6rbita de planetas y cometas alrededor del sol sc mdican en la
tahla sigulente:

e
Tierra 0.017
Marte 0.093
Venus Q00T
Japiter {0.048
Plutén 0,249
Cometa Halley 0967

« Condiciones iniciales
La trayectoria depende de Ta condicién inicial que se imponga al movimiento, 1o que permite especificar las
constantes de integracidn. Suponiendo que para 8 = 0, la particula se encuentra a una distancia R, del foco

(pu=R,) v tiene una velocidad v, perpendicular a la rectu entie el foco v la particula, se concluye que:

a

h="- =R v
8 [4]

5
(4] 11
GM

s

Por lo tanto, la travectoria de la drbita queda delinida por:

ple) =
G M 3 ] i GM
R2 vz Rn 04 v2
(4] (1 Q2

cos B
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= Energia mecinica y excentricidad

A partir de la ecuacion de la conservacion de la energia mecdnica para una fuerza central y considerando el
caso particular de la fuerza gravitacional, se puede deducir que:

9 2 . . .
E =M p?| 452 L 2| . GMm¢
) de
Eecribiende de nueve esta ecuacion en la forma siguiente:
2B
Im

b (%}2 + €2 - 26M¢E

y ulilizando la dependencia de % con la variable ungular & dada por:

1l + ecos @
E@) = -———(1 e
o
po
y su correspondiente derivada:
d€ _ e sen O

do _pﬁ(l + e)

se obtiene Onalmente:

L .
ek 8 [cj+l+2{:uosﬁ]-———-2(’M

= (1 +ecos 8)

S5i en la ecuacidn anterior. se reemplaza pg, por su correspondiente expresion definida anteriormente se

concluye que:

3 2
2B . (OMy? e .o
m h

ecuacion que expresa la relacion que existe entre la energia E do la érbita, el momentum angular 1,=mh

v la excentricidad ¢. Alternativamente,

2B h 2
m (GM}

e = 1 +

expresidn que muestra explicitamente que la naluraleza de la trayectoria depende de las condiciones iniciales
de energia y momentum angular. Bn efecto, podemos clusificar las drbitas segiin la energia meednica total
oMo $1gue:

E =0 | e < | : drhitas cerradas (civeulo o elipse)
E =0 | e=1: drbita parabslica
E x40 ., e = | ¢ grhita hiperbalica

Como la energia meednica total E se conserva y E= K + V., se concluye que si K < IV la érbita es
cerrada mientras que 51 K > V], 1a érbita es abierta.
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» Anilisis prifico de las trayectorias

Una forma de comprender el tipe de trayectorias de una particula en un campo de fuerzas gravitacionales es
analizar In funcion energia petencial correspondiente. En efecto, el movimiento puede interpretarse como
el movimicnte unidimensional de una particula en un potencial efectivo Vi), de modo que la energia
total E queda delinida coma (ver seccidn [V 1)

E = -;—mpﬁ + ‘v’*(p)

donde W* (), estd dado por
2

; : |
v{p)=-GMm+2 -
m p

El segundo términa de la derecha  recibe el nombre de potencial centrifugo. Hay dos puntos
importantes gue considerar

4, A
. \ ig)] !
a) el radio p donde se anula el potencial V* es: T
; e
l “ s \'é/‘
Pt (o’ D_
2GMm° 2GM Yy
Bey "> P
by el radio p, donde el potencial es minimo es: 15 = j —
P i _? I - )
= 72 <
Ijlm P ! .
/ £ 4\/\ L
el potencial efective correspondiente est p o B
% GMm G Mm .
A (pm) A w2 ’

4 pO 2 I31'II

Con estos datos podemos identificar cualitativamente. las
diferentes trayectorias, Si considermmos un nivel de energia El. L -

observamos que pg es la distancia minima al origen ya para
esa distancia p = 0. Esto no significa que-alli la velocidad de la
particula es nula ya que como en general:

K. v A
y=pp+phb

8

en la distancia pgy se tiene que v =p 8 6 de modo que la
normal a la travectoria coincide con el radio vector. La
trayectoria no puede incluir puntos tales que p < Po Para p >

Po la trayectoria es la indicada en la figura,

Si el nivel de energia es By = 0, el punto de retroceso es p :F

v la travectoria cs un caso especial de la situacidn anteior,

Para E = E,, se tiene que la rapidez radial es nulaen p=p, ¥

Pp- Luego el movimienio es posible entre los radios py ¥ Py



Apuntes del curso Mecdnica (FI-2LA), Profs, P, Aceituno y F. Brieva 46
Escuela de Ingenierfa. Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas, Universidad de Chile.

La trayectoria queda encerrada entre dos circulos de radios PaY¥ Ppo respechivamente v es langenle a ellas
en los puntos de contacto. Como se ha demostrado previamenle, para E < 0 o trayectoria es cerrada v
corresponde a una elipse. Para ¢l nivel de energia minimo (Eq), los circulos anteriores comeiden en un
radio (P donde ] potencial es minimo. Bl movimienio es circular uniforme v corresponde a la sitnacidn

en que la barrera centriluga equilibra la fuerza gravitacional atractiva,

o2 i

m I

El
GM m _ |

* Pertodo orbital

Segun el principio de conservacion de momentum angular enemos gue:

I
sz! 0
— = 2L = h
P dt m

lo cual se puede eseribic como: hdt = pl db = 2dS

donde dS es el elemento de drea barrido por el radio vector.
[ntegrandao en una drbita completa,

T=22_-£M0g

donde T es el tiempo que demora la particula en deseribir una Grbita completa, Sila drbita considerada es
una elipse (8 = ab), el periode es

T:?:I[—n:rra.b

o
siendo a v b los semi-gjes mayor y menor de Ia elipse, respectivamente. Es facil demostrar {(ver Apéndice
3 que

[

I.... 2
T i 1 1
i ul (m) GMI—E',Z

con locual ¢l periodo se puede expresar como

2
72 = 21 3
G M

relacidn que corresponde a la tercera Ley de Kepler.

= Velocidad de escape
Corresponde a la velocidad inicial de lamzamiento para lograr una drhita parabdlica. Se deja como ejercicio
demostrar que la velocidad de escape es:

= 2GM
e 3
0
donde R, es la distancia inicial de Ta particula al foco.
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APENDICE 3: Secciones conicas

oF

Una seccidn conica es el o

ar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo F (foco) es
proporcional a su distancia a una recta Gja (directriz)

PF o PQ

_ =32 poler

dires li"ll::}]
Llamando e (excentricidad) a la constante de proparcionalidad, tenemos que P = ¢ PQ, §i

poes la
distancia desde la directriz al foco (FQ v si se expresa la posicidn del punto I en coordenadas polares (p,
B, se obtienen las sipuientes relaciones geométricas:

PF =p
PQ = F) - poos(B-8)
PO = p - pcostB—38)
En consecuencia,
[
p(o) = P

1 + ecos (8- 8)
ceuacion gue deseribe una seccidn cdnica en coordenadas polares con ¢l origen de las coordenadas
coincidente con ¢l foco, Aliernativamente, podemos escribir I ecuacion de la seccidn conica coma

l + e
po) = p
1 + ecos(6-3)
donde ge ha defimdo Py, como
o p e

l+e

Observar que el dngulo 8 determina la orientacion de Ta drbita, Para efectos de estudiar los diferentes Lipos
de seeciones cinicas consideraremnas d = (0,

Depeadiendo del valor de la excentricidad e, existen 3 Lipos de secciones conicas
e =< | {elipse; e=0: circulo)

¢ = | {paribola)

e > | (hipérhola)

Conicas en coordenadas cartesianas

Consideremos un sistema de referencia cartesiano cuyo arigen coincide con el foco de la seccién cénica,
Haciendo una transformacidn de coordenadas polares a cartesianas,

= poosd

¥y = psenf
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pademos escribir la ecuacitn de 1u seccidn conica como
2 pk 2 a 2
(l-¢)x + 2p e(l+e)x + y = p={1 +e€)
0 a
i ;r‘ uh
« Llipse o Ao
Corresponde al caso en que ¢ < [, La geometria de la elipse o T S el T
gueda totalmente determinada por el largo a del semi-gje mayor g bl
y el largo b del semi-eje menar, En efecto, con respecto a un —i— i l
a P L]
nueva sistema de refercncia (%', y') deflinido por la % a'l ¥
transformacicn Eg |
T +
|

se pueden definic las siguicntes distancias,

i)
OA =a —(p(©=0) + p(B=m)} = —°

OF=0'A-FA = ac
BF=rlcos=-¢) = a
, 2
OB=b=a 1 -e

Entonces, 1a ecuacidn de la elipse en las coordenadas (3, v') es

}2 ' 2 5 i v I,Z_ 7 p
(1 -e)(x'-ae) +_p{]e{i4e){x ae) + y _p0{1+e)

Desarrollando esta ecuncidn se obticne lnalmente que

(5] -[¥] -

El drea de la elipse se obliene a partir de

b T
5= J j dx dy’
y'=-b -x

I
donde el limite de integracion xj estd dado por:

g, o
- ] b

M,
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Is
. o A 2 2 2 2
b—il—j b =% dy = mab = na l-¢
|
= Paribola M
Corresponde al caso en que ¢ = L. La ecuacidn correspondiente \ o
3 -
en coordenadas cartesianas es 29,
-
i
2 2 I3
T+ 4p x = 4 f
) P, P, .‘
- ?a" ? o
¥ cuya representacion grdfica es la que se indica en la ligura %
{linea llenal, Observar gue también es posible una trayectoria .
- ] b -y
parabdlica para ¢ = -1 (linea cortada). / o =50
2= ] ~
™ =

By
* Hipérhola

Corresponde al caso en gque ¢ > 1. La ecuacion siguiente ¢s una moedificacién de la ecuacidn general,

cuandao se hace explicito ¢l hecho que e?=1,
2 ] 2 2
(" - Dx -2pe(e+Dx -y :—ps(e+l}
L
M 1
s . s s g oM T"L
Cambiando de sistema de relerencia del modo siguiente: i
?\,(Ha‘] % "
by
X = x-p —= N 5
e -1 S ;
1 F \\ #
:r[ = Y 90 L '\O"
i Tk . . %
se abtiene que: ; LN
- Y
2
a ' Fl
i Y o 1 ’ >
= i pn 2 /
e -1 (e - 1} A

X iz
X B v = 1
2 2
P e+ 1
e-1 - g=1

En la Gigura se muestra la forma de la hipérbola en la zona de interés (linea continua) y sus puntos mids
relevantes. -



